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Introducgéao

EPG é o acronimo de Edge-intersection Graphs of Paths on a Grid. Eles
correspondem exatamente a classe de grafos de interse¢do de caminhos em uma
grade. A classe de grafos EPG fol definida por Golumbic, Lipshteyn e Stern (2009),
estudada posteriormente por Golumbic, Lipshteyn e Stern (2013) além de ser explorada
por trabalhos recentes na literatura (Asinowski; Suk, 2009; Cameron; Chaplick; Hoang,
2013; Heldt; Knauer; Ueckerdt, 2014a; Szwarcfiter et al.,, 2020; Alcon; Mazzoleni; Santos,
2021; Marinho; Silva; Santos, 2023). Em particular, a classe de grafos B,-EPG tem sido
uma das menos estudada, onde podemos citar os trabalhos de Heldt, Knauer e
Ueckerdt (2014b) que abordam o bend number de grafos planares e outerplanares,
Biedl e Stern (2010) que classificaram grafos linha e grafos planares bipartidos como
B,-EPG, assim como Alcon et al. (2018) e Francis e Lahiri (2016) que classificaram,
respectivamente, os grafos arco-circulares normais e grafos Halin como B,-EPG. Dentre
os trabalhos mais importantes podemos citar Pergel e Rzazewski (2017) que
apresentaram uma prova de NP-completude para o problema de reconhecimento de
grafos B,-EPG.

Uma representacdo EPG de um grafo G, denotada por R;, é um modelo de
intersecao de caminhos em uma grade. Existe uma relacao bijetiva entre o conjunto de

vértices e arestas do grafo G e sua representacdo EPG. Denotamos cada vértice v; €
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V(G) como um caminho relacionado P,, desenhado na grade, e dois vértices V;, V; sé@o
adjacentes um ao outro se e somente se os caminhos correspondentes (P, e Py)

possuem intersecdo em pelo menos uma aresta. Denotamos cada caminho da
representacdo como um conjunto de arestas (e ndo de vértices), de forma que o
caminho é considerado uma sequéncia finita de aresta consecutivas e; = (v,v,), e, =
(v2,v3), €3 = (V3,V4), ... € = (V;, Vis1), oo € = (U, Vpmy1), ONde v; # vy parai # j. Um
caminho na representagdo € um caminho Hospedado na grade.

Uma dobra é definida como um par de arestas consecutivas, e; e e, que
possuem direcdes diferentes na grade. Quando isso acontece e; e e, sdo chamadas de
arestas de dobra. Se um caminho ndo possui dobras, ele é chamado de segmento.
Ainda sobre representacdes EPG, dizemos que é uma representacao Bj-EPG, quando
todos os caminhos da representacdo possuem no maximo k dobras, i.e. Kk mudancas de
direcdo, onde k> 0 e kK é um inteiro.

Uma propriedade muito famosa da Teoria dos Conjuntos é a propriedade Helly.
Esta propriedade de conjuntos intersectantes pode ser definida da seguinte forma:
Uma colecdo de conjuntos satisfaz a propriedade Helly quando toda subcolecdo que é
mutuamente intersectante possui pelo menos um elemento em comum. Em uma
representacdo EPG de um grafo G, observamos a propriedade Helly com relagdo as
aresta-intersecbes dos caminhos. Quando uma colecdo de caminhos é mutuamente
intersectante, se essa colecao compartilha pelo menos uma aresta em comum da

representacdo, entdo ela é uma representacao Helly.

Figura 1 Conjuntos que ndo satisfazem a propriedade Helly (esquerda) e conjuntos que
satisfazem a propriedade (direita), respectivamente
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Figura 2 Um grafo G (esquerda), uma representacdao B,-EPG ndo Helly de G (centro), e
uma representacao B,-EPG-Helly de G (direita), respectivamente
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A Figura 1 apresenta duas familias de subconjuntos, cada familia de subconjuntos
é intersectante aos pares, ou seja, uma familia de intersecdo 2 a 2, ou podemos dizer
qgue quaisquer dois elementos destas familias tém intersecdo ndo vazia. A familia de
conjuntos representada na Figura 1, a esquerda, é uma intersecdo de pares, mas a
intersecdo de todos os conjuntos é vazia, portanto, € um exemplo de familia de
conjuntos que ndo satisfaz a propriedade Helly. Por outro lado, representado na Figura
1, a direita, temos uma colecdo de conjuntos de intersecao aos pares cuja interse¢do de
todos os elementos é ndo vazia, dessa forma essa colegdo satisfaz a propriedade Helly.

Podemos observar a propriedade Helly na Teoria dos Grafos. Em particular, em
grafos EPG observamos a propriedade Helly nas intersecdes do conjunto de caminhos
na representacdo. Na Figura 2 esta representado um grafo G, com duas de suas
possiveis representacdes B,-EPG. Na Figura 2, a direita, temos uma representacdo onde
os caminhos P,,, P,,, P,, se intersectam e possuem uma aresta em comum, logo a
representacdo € Helly. Por outro lado, na Figura 2, no centro, temos um conjunto de
caminhos que se intersectam aos pares, mas ndo ha aresta da representacdo comum,

simultaneamente, a esses 3 caminhos, constituido assim uma representagdo nao Helly.

Metodologia

Neste trabalho adotamos uma metodologia de pesquisa exploratéria e
investigativa. E investigativa e exploratéria porque seu objetivo é investigar ou
conhecer algo que, por meio dessa pesquisa, dé um ponto de vista mais completo
sobre o problema em estudo. Neste trabalho procuramos explorar, de forma geral, a
classe de grafos B,-EPG e seu relacionamento com a propriedade Helly.

Esta pesquisa investiga os grafos B,-EPG e resultados genéricos sobre

relacilonamentos entre caminhos. A secdo a seguir traz algumas defini¢des e resultados
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gerais do trabalho, além disso, apresentamos algoritmos que geram representacdes

B,-EPG de alguns grafos em particular.

Alguns Resultados para Graficos B,-EPG e Outros

A seguir apresentamos alguns dos resultados obtidos no estudo da classe B,-
EPG.

a. Resultados Genéricos

Lema 1. Seja L, e L, duas linhas da grade paralelas entre si, se um caminho P,
aresta-intersecta L, e L, entdo necessariamente o caminho P, possui no minimo duas
dobras.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, considere duas linhas distintas
quaisquer horizontais (portanto paralelas) da grade, digamos L, e L,. Se o caminho P;,
possut um segmento sobre a linha L;, entdo ele deve gastar pelo menos uma dobra
para alcangar a linha L,. Porém, se P, alcanga L, e ndo dobra novamente entdo P;, no
maximo, ira vértice-intersectar a linha L,. Portanto, para que haja um segmento de P;
sobre L, é necessario que P; possua, no minimo, duas dobras.

#

Coroldrio 2. Se o caminho P, € B,-EPG, onde P, possui duas dobras, entdo P,
possui exatamente dois segmentos na mesma dire¢ao (seja horizontal ou vertical).

Demonstragdo. Em uma grade retangular existem apenas duas dire¢es
(horizontal e vertical). Se o caminho P; possui duas dobras, necessariamente, ele é
composto por trés segmentos. Logo, pelo principio da casa dos pombos, necessitamos
acomodar esses trés segmentos nas duas dire¢cdes possiveis, ie., temos mais
segmentos que dire¢des para acomodar. Inevitavelmente vamos ter que acomodar dois
segmentos em uma das direcdes.

#

Definicdgo 3. Seja P, um caminho B,-EPG com duas dobras. Chamamos o
segmento central de P, de corpo, enquanto os segmentos ligados ao corpo sdo
chamados de pernas.

Coroldrio 4. Seja P; € B,-EPG, onde P, possui duas dobras e trés segmentos. O
segmento do corpo de P, possui direcoes contraria aos segmentos das pernas de P;.

Demonstragdo. Pelo Corolario 2 sabemos que existem dois segmentos na mesma
direcdo. Suponha por contradicdo que o corpo e, pelo menos, uma das pernas possua
a mesma direcao. Ora, mas se isso ocorrer teremos dois segmentos consecutivos do

mesmo caminho na mesma dire¢do. Neste caso, ou 0s segmentos estdo sobre a mesma
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linha da grade, se estiverem juntos, um ao final do outro, na verdade formam um

mesmo segmento. Ou estdo sobre a mesma linha e ha uma descontinuidade, logo ndo

forma um caminho. Ou entdo estao em linhas da grade distintas, nesse caso pelo Lema

1 o caminho possui mais de duas dobras. Em todos os casos chegamos a uma
contradigéo.

#

Corolario 5. Seja P, € B,-EPG, onde P, possui duas dobras e trés segmentos, se P,
possui dois segmentos na mesma dire¢do, entdo esses dois segmentos estdo em linhas
paralelas da grade de representacéo.

Demonstragdo. Pelo Corolario 4, sabemos que o corpo de P; possui direcdao
oposta a dire¢do das pernas, além disso, em cada extremidade do segmento do corpo
de P; existe uma dobra para os segmentos das pernas. Consideremos P; formado pelos
segmentos S, S, e S3, com S, sendo o corpo, e considerando uma linha qualquer da
grade de representacdo, digamos L,, se S, esta sobre L, da coluna C; até a coluna C,,
como S; e S; devem ter direcdo oposta a S, e compartilham 1 vértice de extremidade
com S,, entdo S; e S; devem estar, necessariamente, um sobre C; e o outro sobre C,.
Como C; e C, sdo colunas das extremidades do segmento S;, concluimos que S; e S3
sao, portanto, paralelas entre si.

#

Lema 6. Sejam S, e S, dois segmentos de caminhos distintos de uma
representagdo EPG, se SiN,S, # @ eS1N.S, = @, entdo no maximo |S;N,S,| = 1.

Demonstracdo. Em uma grade de representacdo EPG, um segmento de um
caminho esta disposto unicamente sobre uma linha da grade. Dessa forma digamos
que S; e S, estejam dispostos unicamente sobre as linhas da grade L; e L,
respectivamente, onde L, e L, podem ser linhas de dire¢des distintas, linhas na mesma
direcdo porém paralelas ou podem ser a mesma linha.

« Caso L, e L, sejam linhas na mesma direcdo, porém paralelas, entdo |S;N,S,| =

0}

» Caso L, e L, sejam linhas de dire¢des distintas, entdo L, e L, podem cruzar em

exatamente um ponto, dessa forma no maximo [S;N,S,| = 1;

e Caso L; e L, sejam a mesma linha, para S; e S, compartilharem mais de um

vértice entdo eles devem ser vértices consecutivos, ja que estdo sobre a mesma

linha. Na grade de representagdo dois vértices consecutivos formam uma aresta,
dessa forma, se S; e S, compartilham mais de um vértice consecutivo, entdo

$1NeS; = @, logo no maximo |S;N,S,| = 1;
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Diante desses fatos concluimos que no maximo [S;N,S;] = 1.

Lema 7. Dado um caminho P, € B,-EPG, onde P, possui duas dobras, e seja S, um
segmento da mesma representacdo. Se |PyN,S,| # @ e |P1NS,| = @, entdo no maximo
[P, N,S,| = 2.

Demonstragdo. Pelo Corolario 4 sabemos que o corpo de P; possui dire¢do
contraria aos demais segmentos. Pelo Corolario 5, as pernas de P; ndo estdo sobre a
mesma linha da grade. Pelo Lema 6, sabemos que dois segmentos que nao
compartilham arestas podem se vértice-intersectar em, no maximo, um ponto. Por
contradigdo, suponha que |P;N,S,| > 2, digamos |P;N,S,| = 3, assim deve existir uma
configuracdo em que S, vértice-intersecta os trés segmentos de P;. Pelo Lema 6
sabemos que dois segmentos que ndo se intersectam em aresta podem ter no maximo
um vértice em comum. Assim para que S, possua trés pontos de intersecdo com o
caminho P;, necessariamente S, teria que intersectar os trés segmentos de P;.

» S, ndo pode estar sobre linhas da grade paralelas as pernas de P; ja que se

disposto dessa forma S, poderia vértice-intersectar apenas um dos trés

segmentos de P; ou um vértice de dobra de P;, logo |P;N,S,| = 1.

« Caso S, esteja em uma linha da grade perpendicular as linhas em que as duas

pernas de P; estdo dispostas. Se essa linha for a mesma que o corpo de P; esta

desenhado, entdo S, poderia vértice-intersectar P; apenas em uma das
extremidades de seu corpo, assim |P;N,S,| = 1. Caso S, esteja hospedado em

uma linha que o permite vértice-intersectar as pernas de P;:

- Se as pernas dobram para lados distintos: nesse caso |P;N,S,| = 1;
-Se as duas pernas dobram para o mesmo lado: com essa configuracao
[P;N,S,| = 2, ver Figura 3.

Logo, chegamos em uma contradi¢do pois em todas as configuracdes testadas,

no maximo, |P;N,S,| = 2.

#
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Figura 3 Intersecao de um segmento com um caminho B2-EPG

S2

b. Grafo k-sun

Definicao 8 Um grafo k-sun Sy, com k 2 3, consiste em 2k vértices, onde existe
um conjunto independente X = {xy, ..., xy}, uma clique Y = {y,, ...,y,} e arestas E; U
E,, onde E; = {X1V1,Y1X2,X2V2,V2X3, e, Xk Vi, YiX1} formam o ciclo externo e E, =
{viyjli # j} formam a clique interna.

Definicdo 9. O operador mod é utilizado para retornar o resto da divisdo inteira.

Quando a divisdo é exata, retoma zero. Quando o dividendo é menor que o divisor,

entdo retorna o proprio dividendo. Exemplos: 4 mod 8 = 4, 12 mod 4 = 0; 10 mod 4 =2;

5 mod 4=1.

Segundo resultados apresentados por Golumbic, Lipshteyn e Stern (2009), o
grafo k-sun & B;-EPG, para k > 4. A seguir vamos provar que k-sun € B,-EPG para todo
k 2

3. Apos o primeiro feedback sobre um trabalho submetido ao congresso ETC da
CSBC, fomos surpreendidos com o fato de que o resultado que aparece no Lema 10 ja
teria sido apresentado na literatura, no paper de Cela e Gaar (2019), onde é
demonstrado um resultado similar ao deste trabalho, porém, com uma abordagem
distinta. A diferenca na abordagem, inclusive, nos permite concluir o Corolario 11.

Lema 10. O grafo k-sun € B, -EPG.

Demonstra¢do. Considere a linha I, e a coluna ¢, como linha e coluna centrais da
representacao, ver Figura 2. Vamos considerar na nossa construcao dois casos
particulares:

* k par: O caminho P,, para i = 1, neste caso P,, possui um segmento horizontal

sobre a linha [, entre as colunas c_; e cx. Na coluna c_;, O caminho P, dobra e
2

alcanga a linha [y, ja na coluna c, se k mod 4 = 0, entdo P,, dobra e alcanca a

2

linha I_4, sendo P, dobra e alcanca a linha [;.
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* kimpar: O caminho P, parai = 1, possui um segmento horizontal sobre a linha
l entre as colunas c_; e ¢,. Na coluna c_,, o caminho P, dobra e alcanca a linha
11, ja na coluna cy, P,, dobra e alcanca a linha I_;. O caminho P, para i = & possui

um segmento horizontal sobre a linha [, entre as colunas ¢y e ck-1. Se (k+1) mod
2

4 # 0, ambas extremidades do caminho P, respectivamente sobre as colunas c,

e cx-1dobram e alcangam a linha [_;, sendo o caminho P, dobra em ¢, e alcanca
2

a linha [_;, e também dobra em ck-1 e alcanga a linha ;. O caminho P, para i =

2

k, é representado por um segmento vertical sobre a coluna ¢, entre as linhas [, e

I,

Para representar os vértices da clique Y siga o seguinte procedimento. O
algoritmo fara representacdo para todo caminho P, onde i é impar. Quando k é par
considere i # 1, e quando k é impar considere i # 1 e i # k porque esses caminhos ja
foram construidos anteriormente pelo algoritmo. Neste caso teremos dois subcasos,
caso 1.1, quando (i+1) mod 4 = O, entdo P, possui um segmento horizontal sobre a

linha [y, entre as colunas c_i+1 € ci-1. Na coluna c_i+1, 0 caminho P, dobra e alcanca a
2 2 2

linha I_4, ja na coluna ci-1, P,, dobra e alcanga a linha [;; caso 1.2, quando (i+1) mod 4

2

# 0, entdo P, possui um segmento horizontal sobre a linha [, entre as colunas ¢ _i+1 e
2

ci-1. Na coluna ¢ i1, 0 caminho P, dobra e alcanca a linha [;, ja na coluna ci,
2 2 2

P, dobra e alcanga a linha I_;.
Seja o caminho P,,onde i € par e i mod 4 # 0. Neste caso, Py, possui um

segmento horizontal sobre a linha [, entre as colunas c¢_: e ci_. Ambas as extremidades
2 2

do caminho P,, dobram, respectivamente sobre as colunas c¢_: e ci_ e alcangcam a linha
2 2

l;. Caso caminho P, quando i é par e i mod 4 = 0, entdo P,, possui um segmento

horizontal sobre a linha [, entre as colunas c¢_i e ci. Ambas extremidades do caminho
2 2

Py, respectivamente sobre as colunas ¢_;_e c: dobram e alcanca a linha I_;.
2 2

Os vértices do conjunto independente X sdo representados por segmentos
verticals que ocupam colunas distinta. Considere i # k quando & é impar. No caso do

caminho P, onde i é par e i mod 4 = 0, P, sera representado por um segmento sobre

a coluna c; entre as linhas [, e [_;. Para P, onde i € par e i mod 4 # 0, P,, sera

2

representado por um segmento sobre a colunas c: entre as linhas [y e [;. O caminho
2
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P, onde i & impar e (i+1) mod 4 = 0, P, sera representado por um segmento sobre a

colunas c_i+1 entre as linhas [, e [_;. Para P, onde i € impar e (i +1) mod 4 # 0, P,
2

sera representado por um segmento sobre a coluna c¢ i+1 entre as linhas [, e I;.
2

#

Figura 4 Grafo k-sun (esquerda) e uma representacao B,-EPG particular (direita)

cig Ci1 Cp C1 Ca ClaA|
-Pll’l PJ‘Q
Pyz Pyl ||Py’=
|| IPy4 | Pyk
ng ka Prk_l

Para facilitar o entendimento, disponibilizamos um algoritmo que descreve o

Lema 10, O cédigo pode ser encontrado no Algoritmo 1, na pagina 20.

Corolario 11. O grafo k-sun € B,-EPG-Helly.

Demonstra¢do. Considere a linha I, e a coluna ¢, como linha e coluna centrais da

representacdo. Vamos considere na nossa construgdo trés casos particulares:

* k par: O caminho P,, para i = k-1, possut um segmento horizontal sobre a

linha [, entre as colunas ¢, e ck-1. Na coluna ¢y, 0 caminho P, dobra e se

k-1

2

estende até a linha [;, ja na coluna c k-1, 0 caminho P, dobra e se estende até a

k-1

1=~
linha I_;. O caminho P, para i = k possui um segmento vertical sobre a coluna
co entre as linhas [ e l;. Na linha [, P,, dobra e se estende até a coluna cy, ja na

linha [;, P,, dobra e se estende até a coluna ¢ 1. O caminho P, parai =k -1 é

2

representado por um segmento vertical sobre a coluna ¢, entre as linhas [, e [;.
* kimpar e £ # 3: O caminho P,, parai = k- 1, possui um segmento horizontal

sobre a linha [, entre as colunas C‘([EJ e ck-1,. Na coluna ¢ 0
2

-y -G
caminho P, dobra e se estende até a linha [_;. O caminho P, para i = k possul
um segmento vertical sobre a coluna ¢, entre as linhas [, e [;. Na linha [y, P,

dobra e se estende até a coluna €y ja nalinha [y, P,, dobra e se estende até a

2
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coluna ¢_k-1,. O caminho P, para i = k -1 é representado por um segmento

=k

k-1

horizontal sobre a linha [, entre as colunas Cl%]‘l ec =1

ek = 3: 0 caminho P, para i = kK -1 = 2, é representado por um segmento
horizontal sobre a linha [, entre as colunas c_; e c,. O caminho P, para i = k= 3
possui um segmento vertical sobre a coluna ¢, entre as linhas [, e ;. Na linha [, P,
dobra e se estende até a coluna c;, ja na linha [;, P,, dobra e se estende até a coluna
c-1. O caminho P, parai = k- 1 = 2 é representado por um segmento horizontal
sobre a linha [ entre as colunas ¢, e c,.

Para representar os vértices da clique Y siga os seguintes procedimentos. Durante
a execucao dos passos seguinte caso kK = 3 ou k = 4, considere —([%J -1)=0.0

k-1, entre as

caminho Py, para i = 1, possui um segmento vertical sobre a coluna C_ k1,
2

linhas [y e [;. Na linha I; 0 caminho P, dobra e se estende até a coluna C_(lEJ_l), ja na
2

linha [y, Py, dobra e se estende até a coluna c;. O caminho P, para i = 2 (exceto
quando k = 3, pois ja fol definido anteriormente), possut um segmento horizontal

sobre a linha [, entre as colunas c¢_ k-1, € ¢;. Na coluna ¢; o caminho P, dobra e se

1=~
estende até a linha [_;.

Para os demais caminhos P, que representam os vértices da clique Y (que
excluemi =1,i=2i=k-1ei= K, faca o seguinte: Para P, onde i é impar, P,

possui um segmento horizontal sobre a linha [, entre as colunas c¢_i-1 e ci-1, em ambas
2 2

as extremidades P, dobra e se estende até a linha [_;. Para P, onde i é par, P,, possui

um segmento horizontal sobre a linha [, entre as colunas c e ci, em ambas as
2

-G-D
extremidades P, dobra e se estende até a linha [_;.

Os vértices do conjunto X serdo distribuidos através da representacdo. Para Py,
onde i = 1, P, € representado por um seguimento sobre a linha [, entre as colunas

C—(E]) ec Para P, onde i = k, Py, é representado por um segmento sobre a

> -G

linha I; entre as colunas c_(lk;lj) e C-([EJ-U' Para os demais caminhos Py, (que excluem
2 2

i=1i=k-1lei= k), faca o seguinte: Para P, onde i € par, P, € representado por um

segmento vertical sobre a coluna c: entre as linhas [, e [_;. Para P, onde i é impar, Py,
2

é representado por um segmento vertical sobre a coluna c_i-1 entre as linhas [y e I_;.
2

#
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Figura 5 Grafo k-sun (esquerda) e uma representacao B,-EPG- Helly particular (direita)
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Para facilitar a visualizacdo, apresentamos o Corolario 11 como um cdédigo no

Algoritmo 2, na pagina 21.

Consideragdes Finais

Este trabalho apresenta um estudo das classes B,-EPG e B,-EPG-Helly.
Apresentamos alguns resultados gerais sobre a classe B,-EPG abordando também
arranjos geométricos de caminhos e segmentos. Além disso, apresentamos também
duas demonstragdes (por algoritmos construtivos) que comprovam os seguintes
resultados: O grafo & -sun € B,-EPG e o grafo k& -sun € B,-EPG-Helly. Os préximos
passos desta pesquisa sdo investigar o comportamento particular de algumas classes
de grafos em B,-EPG, e.g. chordal, split e outros. Gostarlamos de saber sobre o
problema de reconhecimento dos grafos B,-EPG-Helly. Sabemos que o problema de
reconhecimento dos grafos B,-EPG é NP-Completo, pois ja existe resultados
relacionados na literatura, e.g. o reconhecimento dos grafos B,-EPG é NP-Completo,
da mesma forma que o reconhecimento dos grafos B;-EPG-Helly é NP-Completo.
Talvez provar a monotonicidade da hierarquia dentro da classe B-EPG também seja

um campo interessante para trabalhos futuros.
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ABSTRACT:

In this article we explore the B,-EPG class
and the Helly property. We present generic
results on EPG representations and define
terms that support the other results, in
addition, we finish the research with an
unpublished algorithm that builds a Helly
B_2-EPG representation of any k-sun graph.

KEYWORDS: B,-EPG; Graph Theory;
Intersection Graphs; Helly Property; k-sun
Graphs.

RESUMEN:

En este articulo exploramos la clase B,-EPG
y la propiedad Helly. Presentamos
resultados genéricos sobre las

representaciones EPG y definimos términos
gue respaldan los otros resultados, ademas,
finalizamos la investigaciéon con un
algoritmo original que construye una
representacion B_2-EPG -Helly de cualquier
grafo k-sun.

PALABRAS CLAVE: B,-EPG; Teoria de
Grafos; Grafos de Interseccion; Propiedad
Helly; Grafos k-sun.



