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Resumo 

A Equação de Friedmann é um resultado de condições de contorno das equações da relatividade geral. Essa equação 

determina a variação do parâmetro de escala do universo variando os parâmetros de densidade. Através da aplicação 

de ferramentas web, criamos uma ferramenta didática chamada Friedmann Universe (FUN) que permite gerar gráficos 

variando os parâmetros de densidade da Equação de Friedmann de maneira simples e que permite que um usuário leigo, 

estudantes e até professores possam utilizar e entender como a variação dos parâmetros de densidade podem afetar a taxa 

de expansão do universo. 
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Introdução 

Albert Einstein (1879 - 1955), popularmente conhe- 

cido pela criação da teoria da relatividade publicou em 

1905 seu primeiro artigo sobre relatividade restrita (Eins- 

tein, 1905), e em 1915 publicou a Teoria da Relatividade 

Geral Einstein, 1915. Com base nas equações de campo 

derivadas a partir da teoria da relavidade geral, Alexander 

Friedman em 1922 propôs soluções para a expansão de um 

universo homogêneo e isotrópico. Tais soluções passaram a 

ser conhecidas como equações para a métrica de Friedman- 

Lemaître-Robertson-Walker, ou apenas Equações de Fried- 

man. As Equações de Friedmann são um conjunto de equa- 

ções em cosmologia física que descrevem a expansão mé- 

trica do espaço como função dos parâmetros normalizados 

de densidade de energia e densidade matéria do universo. 

Einstein propôs um universo estático, e para obter o 

modelo relativístico que correspondesse ao seu modelo, in- 

troduziu um componente repulsivo na formatação das equa- 

ções de campo da Teoria da Relatividade geral de maneira 

a impedir o colapso causado pela matéria. Nas equações, 

essa componente aparece como um termo complementar do 

campo da métrica multiplicada por uma constante, chamada 

constante cosmológica, que geralmente é retratada pela le- 

tra grega lambda (Λ) O’Raifeartaigh et al., 2018. 

O modelo de universo estático e de geometria espacial 

esférica, proposto por Einstein, marca o inicio da cosmo- 

logia relativista. Este modelo, hoje considerado ultrapas- 

sado, acabou por inspirar uma série de outros estudos que 

visavam compreender tanto a estrutura espacial quanto tem- 

poral do universo, tendo em vista que a visão de Einstein, 

sobre um universo fechado e estático, não funcionava. 

Em 1912, o astrônomo Vesto Melvin Slipher (1875- 

1969), observou o que seria um desvio eletromagnético nas 

linhas espectrais da galáxia de Andromeda (M31) Slipher, 

1913 que indicam que a galáxia está se aproximando. No 

entanto, nos anos seguintes Slipher observou 41 galáxias, 

a maior parte delas apresentavam um desvio espectral para 

que aumentava o comprimento de onda, indicando um afas- 

tamento. Com base nessas observações na década de 20, 

o astrônomo Edwin Hubble (1889 - 1953), comparou as 

distâncias das galáxias com as suas velocidades de afasta- 

mento, chegando a conclusão que as galáxias mais distan- 

tes se afastam com velocidades ainda maiores E. P. Hubble, 

1926. Em 1929, Hubble publicou sua descoberta, que foi 

intitulada como Lei de Hubble E. Hubble, 1929, expressada 

como 

 

v = H0d, (1) 
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onde v é a velocidade de recessão da galáxia, d é a distância 

da galáxia e H0 é a constante de Hubble. 

A constante de Hubble, H0, aponta para um universo 

em expansão, já que é o coeficiente angular positivo entre a 

velocidade de afastamento e a distância das galáxias, mos- 

trando que galáxias mais distantes têm uma velocidade de 

afastamento maior como representou graficamente Hubble 

em sua publicação inicial (Figura 1). 

O universo possui aproximadamente 13,7 bilhões de 

anos e tem se expandido de forma acelerada, como apontam 

as últimas mediçoes dos parâmetros de densidade Abbott et 

al., 2019. Estima-se que cerca de 70% da composição to- 

tal do universo corresponda a energia escura, enquanto que 

25% equivalha a matéria escura e apenas 5% represente ma- 

téria bariônica. Além disso, pequenas flutuações de tempe- 

ratura na radiação cósmica de fundo sugere que o universo 

seja espacialmente plano. As medições das curvas de luz de 

SN Ia apresentam evidências concretas, de que nosso uni- 

verso está em expansão acelerada. Para explicar tal acelera- 

ção, um termo cosmológico conhecido como energia escura 

é reintroduzido nas equações de Einstein. Em cosmologia, 

a energia escura é tratada como uma forma de energia que 

estaria distribuída por todo o espaço, causando a expansão 

acelerada do universo Abbott et al., 2019. 

Utilizando a Equação de Friedmann e sua solução é 

possível então saber como se dá o raio do universo em fun- 

ção da densidade do que existe nele. O trabalho consiste 

na criação de uma ferramenta online, gratuita, didática e di- 

gital que permite facilmente variar e ter uma representação 

gráfica dos parâmetros de densidade e métrica da Equação 

de Friedmann, permitindo que um estudante possa ter uma 

ideia representativa do efeito da variação dos parâmetros 

na escala e idade do Universo. O projeto tem por objetivo 

mostrar de maneira visual as implicações que diferentes pa- 

râmetros causam na Equação Friedmann para a expansão 

do Universo. O algoritmo que realiza o cálculo da expan- 

são do Universo foi escrito em JavaScript com o objetivo de 

criar uma aplicação web acessível. A aplicação demonstra 

visualmente a expansão do Universo ao longo de bilhões de 

anos e a escala do Universo em comparação com o tamanho 

do nosso Universo hoje. É possível calcular essa expansão 

modificando os parâmetros de densidade radioativa, den- 

sidade de energia escura, densidade métrica, densidade de 

matéria e o tempo final do universo. O algoritmo que re- 

aliza o cálculo da expansão do Universo foi originalmente 

escrito em Python e traduzido para JavaScript com o obje- 

tivo de criar uma aplicação web acessível. Essa aplicação 

demonstra visualmente a expansão do Universo ao longo de 

um tempo arbitrário em bilhões de anos, o usuário consegue 

visualizar a escala do tempo, em bilhões de anos, e a escala 

do Universo em comparação com o tamanho do nosso Uni- 

verso nos dias de hoje, em porcentagem. É possível calcular 

essa expansão modificando os parâmetros de densidade ra- 

dioativa, densidade de energia escura, densidade métrica, 

densidade de matéria e tempo final, em bilhões de anos. 

Friedmann Universe (FUN) é um programa que visa 

simplificar a nossa visão a respeito do universo descrito pe- 

las equações de Friedmann, nos fornecendo uma gama de 

resultados que nos permite gerar uma visão hipotética de 

como o universo poderia ter evoluído, variando seus pa- 

râmetros de densidade, facilitando nosso entendimento a 

respeito da equação. Ao resolver numericamente sistemas 

de equações permite que imagens sejam geradas sem que 

o usuário tenha conhecimento de cálculo, permitindo que 

as imagens geradas possam ser facilmente utilizadas para 

fins de divulgação científica. O público alvo benificiado 

pela utilização do programa pode variar bastente; astrôno- 

mos amadores e pessoas curiosas sem conhecimento apro- 

fundado sobre o assunto podem aprender com as imagens 

geradas pelo código e assim ter uma compreensão visual 

da expansão do universo. Porém também é possível que 

professores da graduação gerem as imagens e as utilizem 

para suas aulas, permitindo que seus estudantes de gradua- 

ção possam utilzar o código aberto para também resolver a 

equação e alterar o código como bem entendem. 

 
Metodologia 

A metodologia consiste em duas partes principais: so- 

lucão numérica da Equação de Friedmann utilizando o mé- 

todo de Euler de primeira ordem; criação de uma ferramenta 

web em que os parâmetros de densidade de energia, den- 

sidade de energia escura, densidade métrica, densidade de 

matéria. 

 
Equação de Friedmann 

O sistema de coordenadas comóveis é um sistema de 

referencia relativo que acompanha a expansão do universo. 

Considerando o princípio cosmológico, o universo é homo- 

gêneo e isotrópico, e por ser isotrópico, podemos escolher 

um ponto arbitrário do universo como referência. Nesse 

sistema, o raio do universo em função do tempo (r(t)), é 

calculado em relação a um raio medido hoje (r(t0)), de tal 

forma que r(t) = R(t)r(t0). A função R(t), que deve ser es- 

tabelecida pelo modelo cosmológico é o chamado fator de 

escala e nos diz qual o raio do universo em relação ao raio 

atual. 

A Equação de Friedmann pode ser escrita então em ter- 
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mos deste fator de escala. Podemos considerar como exem- 

plo, caso o fator de escala dobre, a distância entre duas ga- 

láxias distintas, também irá dobrar. No caso de um universo 

 
R[i + 1] − R[i] = (6) 

em expansão, o fator de escala estará sempre aumentando. 

A Equação de Friedmann pode então ser escrita da seguinte 

forma, 

H0(t[i + 1] − t[i]) 
  Ω Ω κc2 

R(t)4 
+ 

R(t)3 
+ ΩΛ − 

R(t)2 

 1/2 

. (7) 

Ṙ2   ΩR    ΩM  κc2 Utilizando uma solução de Euler de Primeira Ordem 

H2 
= 

R(t)4 
+ 

R(t)3 
+ ΩΛ − 

R(t)2 
, (2)

 

onde H0 é a constante de Hubble, R(t) o fator de escala, t 

o tempo, κ o coeficiente que define a métrica do sistema, 

ΩR o parâmetro de densidade de radiação, ΩM o parâme- 

tro de densidade de matéria, ΩΛ o parâmetro de densidade 

de energia escura, c a velocidade da luz. Os parâmetros de 

densidade são utilizados de maneira que as densidades são 

normalizadas por uma densidade crítica (ρ0). ρ0 é definido 

como a densidade necessária para que o universo seja plano. 

κ é então, 

 

κ = ΩR + ΩM + ΩΛ. (3) 

Os valores de κ definem a geometria do universo. Caso 

κ < 1, teremos um universo esférico, κ = 1 um universo 

plano e κ > 1 um universo hiperbólico. 

 

 
Implementação Numérica 

 
Como Ṙ é a derivada temporal do fator de escata, po- 

demos escrevê-lo como, 

é trivial encontrar a evolução do sistema a partir das equa- 

ções diferenciais. Sempre que pudemos colocar os valores 

dos parâmetros de escala e considerando t0 = t(0) = 0 e 

R(t0) 0 é possível evoluir o sistema facilmente. 

O algoritmo que calcula a expansão do universo 

usando a Equação Friedmann foi escrito em Javascript, uma 

linguagem optimizada para implementação em aplicações 

web. A aplicação web foi criada usando o framework React 

com TypeScript e publicado no Heroku. A escolha do Re- 

act foi feita pela praticidade de manipular elementos web 

na hora de criar SVG (Scalable Vector Graphics), possibili- 

tando a criação de uma aplicação reativa e performática. O 

TypeScript foi escolhido como linguagem de suporte a fim 

de melhorar a qualidade do código, pois ele aponta erros 

no código antes da transpilação, além de melhorar a legi- 

bilidade do código e o entendimento de seus parâmetros, 

já que é uma linguagem que exige tipagem de variáveis e 

funções. 

Para lidar com esse cálculo de maneira performática, 

foi necessário primeiro criar um redutor de listas já que o 

algoritmo em Python retorna uma lista com mais de 40 mil 

pares de valores (fator de escala e tempo)1. Foi então cri- 

ado um algoritmo que reduz os cálculos para um número 

arbitrário sem correr o risco de descaracterizar o perfil da 

Ṙ = 
dR 

dt 
. (4) 

evolução do Universo — nesse caso, o algoritmo colhe uma 

amostra sistemática (a cada X items), reduzindo a resolu- 

ção dos cálculos. Além do redutor de lista, o trabalho conta 
Isolando a variação diferencial do fator de escala então 

obtemos, 
com um mecanismo que mantém a resolução dos cálculos 

para que a resolução de saída sempre seja a mesma:. Segue 

em anexo o algoritmo em TypeScript que realiza o cálculo completo da evolução do fator de escala Universo. 
  

  ΩR    ΩM  κc2 
 1/2 

 

 
 

Esta equação pode ser facilmente solucionado de ma- 

neira numérica, considerando que dR pode ser numerica- 

mente escrito como ∆R = R[i + 1] R[i] e ∆t = t[i + 1] t[i], 

onde ∆   d quando R[i + 1]   R[i] e t[i + 1]   t[i] são valo- 

res pequenos. Assim podemos escrever a equação analítica 

e contínua da equação de Friedmann de forma discreta, 

O projeto foi criado utilizando React com TypeScript 

onde foi graficado o fator de escala do Universo em função 

da idade do Universo (tempo) espelhado pela abscissa. O 

código completado é hospedado na web e pode ser baixado 

pelo endereço de github: github.com/well-ington/universe- 

expansion/archive/refs/heads/main.zip. A visualização da 
 

 

 

1Não é possível mostrar toda essa informação em um monitor comum — para fins de comparação, os monitores Ultra-HD possuem 3840 pixels de 

largura. 

Resultados e Discussão dt (5) dR = H0 
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interface gráfica do código em javascript pode ser feita pelo 

link: universe-expansion.herokuapp.com. 

A interface gráfica dispõem de caixas para que sejam 

alterados os parâmetros de densidade que devem ser norma- 

lizados pela densidade métrica. A normalização é feita de 

maneira automática, o que torna o aplicativo mais amigá- 

vel para o usuário. Também há a opção de alterar o tempo 

final para o cálculo que vai desde o ínicio do universo até 

o tempo escolhido. Na lateral esquerda superior há compa- 

rações entre os fatores de escala simulados pelo código e o 

fator de escala agora observado a partir do universo local. 

Seguem abaixo imagens com os gráficos com diferen- 

tes valores para os parâmetros de densidade de matéria e 

energia. 

Na Figura 2 se apresenta o cálculo feito com os parâ- 

metros de densidade radiativa (Ωr = 0.5), de densidade de 

matéria (ΩM = 0.12525), de densidade de energia escura 

(ΩΛ = 0.37575), de métrica (κ = 1.001) e tempo total de 

13,5 bilhões de anos. 

Na Figura 3 se apresenta o cálculo feito com os pa- 

râmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.000002677), de 

densidade de matéria (ΩM = 0.8), de densidade de ener- 

gia escura (ΩΛ = 0.200997322), de métrica (κ = 1.001) e 

tempo total de 13,5 bilhões de anos. 

Na Figura 4 se apresenta o cálculo feito com os pa- 

râmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.000000199), de 

densidade de matéria (ΩM = 0.00004995), de densidade de 

energia escura (ΩΛ = 0.00014985), de métrica (κ = 0.0002) 

e tempo total de 13,5 bilhões de anos. 

Na Figura 5 se apresenta o cálculo feito com os pa- 

râmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.000003984), de 

densidade de matéria (ΩM = 0.000996016), de densidade 

de energia escura (ΩΛ = 1.00), de métrica (κ = 1.001) e 

tempo total de 13,5 bilhões de anos. 

Na Figura 5 se apresenta o cálculo feito com os parâ- 

metros de densidade radiativa (Ωr = 0.001), de densidade 

de matéria (ΩM = 0.25), de densidade de energia escura 

(ΩΛ = 0.75), de métrica (κ = 1.001) e tempo total de 13,5 

bilhões de anos. 

As imagens monstram diferentes modelos conhecidos 

popularmente como “toy models”, ou modelos brinquedo, 

onde é possível ver diferentes valores para o parâmetro de 

escala em função das variações nos parâmetros de densi- 

dade e métrica. A ferramenta é amigável ao usuário, pois 

permite com que uma pessoa que não sabe resolver a Equa- 

ção de Friedmann veja como os parâmetros de densidade 

afetam o comportamento da expansão do Universo repre- 

sentada pelas variações no fator de escala de modo visual 

tendo por referência a escala e o tempo do Universo atual.
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Figura 1 

Figura inicialmente publicada por E. Hubble, 1929. Utilizando as velocidades de afastamento calculadas a partir do reshift de 41 

galáxias observadas por Slipher, Hubble criou a Lei de Hubble, em que o coeficiente angular da curva de afastamento aponta para 

uma relação entre distância e velocidade. Galáxias mais distantes têm uma velocidade de afastamento maior.   

               

               

               

     

     

     

     

     

                                                                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2 

Cálculo feito com os parâmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.5), de densidade de matéria (ΩM = 0.12525), de 

densidade de energia escura (ΩΛ = 0.37575), de métrica (κ = 1.001) e tempo total de 13,5 bilhões de anos. 
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Figura 3 

Cálculo feito com os parâmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.000002677), de densidade de matéria (ΩM = 0.8), de 

densidade de energia escura (ΩΛ = 0.200997322), de métrica (κ = 1.001) e tempo total de 13,5 bilhões de anos. 
               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

Figura 4 

Cálculo feito com os parâmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.000000199), de densidade de matéria 

(ΩM = 0.00004995), de densidade de energia escura (ΩΛ = 0.00014985), de métrica (κ = 0.0002) e tempo total de 13,5 

bilhões de anos. 



 

8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 5 

Cálculo feito com os parâmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.000003984), de densidade de matéria 

(ΩM = 0.000996016), de densidade de energia escura (ΩΛ = 1.00), de métrica (κ = 1.001) e tempo total de 13,5 bilhões de anos. 

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

          

 

 

 

 

Figura 6 

Cálculo feito com os parâmetros de densidade radiativa (Ωr = 0.001), de densidade de matéria (ΩM = 0.25), de 

densidade de energia escura (ΩΛ = 0.75), de métrica (κ = 1.001) e tempo total de 13,5 bilhões de anos. 

 

  


