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Sobre o ensino de alguns nimeros irracionais
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Resumo

Este artigo apresenta, de forma didatica, os valores irracionais de fungoes trigonométricas
gerados a partir de argumentos nio notaveis, ou seja, angulos que raramente aparecem nos
livros didaticos do ensino basico. Diferenciando-se das abordagens tradicionais baseadas na
geometria plana, a proposta utiliza niimeros complexos e a representagdo do cos @ e a partir
dele, obtemos infinitos nimeros trigonométricos irracionais. Para enriquecer a visualizagao
geométrica desses conceitos e facilitar a compreensao, integramos ilustragoes dinamicas
desenvolvidas nos softwares GeoGebra e Manim (via Python). Como contribui¢do prética,
o trabalho oferece uma proposta de uma sequéncia didatica, ideal para ser aplicada por
professores e explorada por estudantes em sala de aula.
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Abstract

This article presents, in a didactic manner, irrational values of trigonometric functions
obtained at angles other than the usual special angles, that is, angles that rarely appear in
school textbooks. Unlike traditional approaches based on plane geometry, the proposed
approach uses complex numbers and a representation of cosf, from which we obtain
infinitely many irrational trigonometric numbers. To enrich the geometric visualization of
these concepts and facilitate understanding, we incorporate dynamic illustrations developed
using GeoGebra and Manim (via Python). As a practical contribution, the paper proposes
a teaching sequence, ideal for teachers to implement and for students to explore in the
classroom.
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1 Introducao

O estudo de valores irracionais das funcgbes trigonométricas permite relacionar propriedades
dos ntimeros reais a problemas de geometria e ampliar os exemplos discutidos no Ensino
Médio. Com esse propoésito, partimos de propriedades das raizes complexas da equagao z™ = 1,
com n > 2 inteiro e z € C, para obter expressoes exatas de seno e cosseno e, a partir delas,
construir familias infinitas de irracionais por transformagoes com coeficientes racionais; esse
percurso retoma resultados sobre niimeros racionais e irracionais tratados por Niven [18, 19],
de Figueiredo [9], de Morais Filho e Lourédo [16] e Lima et al. [15].

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [3], os nimeros irracionais integram a
unidade temética Numeros do Ensino Fundamental, com atencao a incomensurabilidade e a
localizacdo aproximada na reta real, conhecimentos que podem ser retomados no Ensino Médio
em situacoes geométricas e trigonométricas. A proposta desenvolvida neste artigo retoma essas
ideias e amplia a discussdo por meio de construcoes geométricas e de situacdes envolvendo
fungoes trigonométricas, buscando aproximar diferentes formas de representar e compreender
esses numeros.

Nesse contexto, o GeoGebra [12] e o Manim [10] contribuem de forma complementar.
O GeoGebra ¢ utilizado nas construgoes geométricas e na exploragao das relacGes entre
os elementos das figuras, enquanto as animagdes em Manim auxiliam na visualizagdo dos
resultados e das transformacgées discutidas no texto. Esses recursos integram a sequéncia
didatica apresentada ao final do artigo e sao utilizados como apoio a compreensao dos conceitos
e & organizacgao das ideias matematicas desenvolvidas ao longo do trabalho.

Apés esta introducao, apresentamos uma abordagem histérica da Se¢ao 2, reunimos na
Secao 3 os resultados preliminares utilizados nas demonstragoes da Secao 4, onde também séo
apresentadas as construgoes e a animacao associada & Observagao 4.3. A Secao 5 organiza
esses elementos em uma proposta de sequéncia didatica, seguida das consideragoes finais na
Secédo 6.

2 Abordagem historica

Nesta secao, realizaremos uma revisao historica sobre os ntimeros irracionais e os nimeros
irracionais trigonométricos. Para uma analise mais abrangente e detalhada desses conceitos,
recomendamos a leitura das referéncias bibliograficas [2, 20].

A nocao de ntimeros irracionais remonta a antiga Grécia, periodo em que foram desenvolvidos
importantes conceitos e resultados que contribuiram para a consolidagdo da matematica como
ciéncia. Os primeiros conflitos surgiram quando os gregos descobriram que nem todas as
medidas podiam ser expressas como razoes de nimeros inteiros. A descoberta mais famosa foi a
de que a raiz quadrada de 2 ndo pode ser expressa como uma razao entre dois ntimeros inteiros,
fato que foi provado por Hipaso de Metaponto, um discipulo de Pitagoras. Modernamente,
denominamos esse tipo de nimero de irracional. A revelagdo de que existiam nimeros que nao
podiam ser expressos como uma fracdo inteira trouxe um desafio para a visdo pitagérica do
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mundo, que acreditava que todos os aspectos do universo podiam ser explicados por niimeros
inteiros e suas razoes.

Os poligonos regulares tém despertado fascinio entre os estudiosos da geometria desde
os primérdios da ciéncia (ver, por exemplo, [6]). Os babilonios j4 haviam compreendido
o tridngulo equildtero e o quadrado. Os gregos, por sua vez, direcionaram sua atencdo ao
pentagono regular, um poligono com cinco vértices. Ao desenharmos todas as diagonais de um
pentagono regular, obtemos uma estrela, como ilustrado na Figura 1.

Figura 1: Estrela obtida pelas diagonais de um pentagono regular.

Fonte: [20].

Esta estrela era para os pitagéricos um simbolo de reconhecimento entre os membros,
tradicdo que perdura até hoje em movimentos revoluciondrios. Em [20], é apresentada uma
construcao para determinar o comprimento, digamos ®, da diagonal de um pentdgono regular
de lado 1 (veja a Figura 2).

Figura 2: Pentagono regular de lado unitario e segmentos associados a sua diagonal.

Fonte: Esquema baseado em Ostermann e Wanner [20].

A construgao da Figura 2 permite obter ® = \/5;1 es= \/52_1 (ver [14, 20]). A demonstragao
geométrica desse resultado é apresentada em uma animagdo complementar, que pode ser
acessada escaneando ou clicando no QR code da Figura 3.
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Figura 3: QR Code para a animacdo do pentagono regular.

Fonte: Elaborado pelos autores.

“Tudo é nimero”, afirmou Pitdgoras, que aparentemente tinha em mente apenas
niimeros racionais. No entanto, logo se descobriu que v/2 e ¢ nio sdo racionais...
O fato de o pentdgono regular, considerado sagrado pelos pitagoricos, ter
uma diagonal ndo mensuréavel foi um verdadeiro choque. Uma lenda diz que
Hipaso, tendo descoberto esse fato e falado demais, se afogou no mar. Essa
descoberta também foi um grande transtorno para a teoria... Isso complicou
consideravelmente os Elementos de Euclides... O ntimero ¢ é chamado de
proporc¢do aurea. O fato de muitos belos edificios antigos, em particular o
Partenon na Acrépole, se encaixarem tdo perfeitamente em um “retdngulo
dourado” (um retdngulo com lados de comprimento 1 e ¢) levou & notagao ¢
em homenagem a seu arquiteto (OSTERMANN, A.; WANNER, G. [20]).

A aceitagdo dos nimeros irracionais também encontrou desafios em outras civilizagoes. No
mundo isldmico medieval, a matematica avancou consideravelmente, mas a ideia de nimeros
irracionais foi inicialmente rejeitada por alguns estudiosos islamicos. Foi apenas no século IX
que o matematico persa Al-Khwarizmi (ver [5]) reconheceu a existéncia dos nimeros irracionais
e 0s incorporou em suas obras.

A abordagem dos nimeros irracionais trigonométricos teve um desenvolvimento separado.
A trigonometria se originou na antiga civilizacdo grega, onde o estudo dos tridngulos e dos
circulos levou a descoberta de relagoes trigonométricas fundamentais. No entanto, ao calcular
certos valores trigonométricos, os gregos encontraram resultados que nao podiam ser expressos
como fracdes. Por exemplo, a medida dos angulos em radianos mostrou-se frequentemente
irracional.

Os nameros irracionais trigonométricos foram amplamente estudados pelos matemaéticos
indianos e islamicos medievais. A obra do matemético indiano Aryabhata (ver [5]), no século
V, envolveu a utilizagdo de senos e cossenos de angulos irracionais. Posteriormente (ver [1]),
Al-Biruni, matemético, astronomo, historiador e polimata persa, que viveu entre os séculos
X e XI, explorou amplamente os niimeros irracionais e sua aplicagdo na trigonometria. Al-
Biruni investigou a relacao entre angulos e cordas em circulos, expandindo os conhecimentos
matematicos existentes da época. Ele reconheceu que muitos valores de cordas correspondiam
a numeros irracionais e investigou os métodos para calcular esses valores com precisdo. Além
disso, ele desenvolveu técnicas trigonométricas para a medi¢ado de dngulos e a determinagao de
distancias astronomicas.

Os ntimeros irracionais sdo uma categoria importante na teoria dos nimeros e desempenham
um papel fundamental na matemética. Sao niimeros que ndo podem ser expressos como uma
fragdo simples (razdo de dois inteiros) e ndo tém uma representagao decimal periédica. Nesta
categoria, destacam-se os niimeros irracionais trigonométricos, que estao relacionados com as
fungoes trigonométricas e aparecem em diversas areas da matemaética e fisica (ver [7, 13] e

[19])-


https://youtu.be/_Naigxn-xaw
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3 Resultados preliminares

Nesta se¢do enunciaremos e demonstraremos os resultados auxiliares que serdo usados no
decorrer do artigo. ara uma abordagem complementar dos nimeros reais e de propriedades
elementares da teoria dos niimeros, recomendamos as referéncias [8, 21] ou [22].

Lema 3.1. Se p é um primo tal que plab, entdao pla ou pl|b.

Lema 3.2. Sejam a,p € Z, com a # 0 e p um ndmero primo. Entdo, a € divisivel por p se, e
somente se, a® é divisivel por p.

Demonstragdo. Notemos inicialmente que para qualquer inteiro n, pelo Algoritmo de Euclides,
n=pq+r,emquepqgeZerc{0,1,2...,p—1}. Logo, se o inteiro n for divisivel por p,
ele é da forma n = pq, com ¢q € Z.

(=) Suponhamos que a é divisivel por p. Entao, a = pn, com n € Z. Logo,

a* = (pn)® = p’n® = p(pn®) = pk, comk = pn® € Z.
(<) Segue diretamente do Lema 3.1. O

A distingdo entre niimeros racionais e irracionais, bem como algumas de suas caracterizagoes,
é discutida em [4]. A seguir, apresentamos uma demonstragao classica da irracionalidade da
raiz quadrada de um nimero primo.

Lema 3.3. Se p é um nidmero primo, entao \/p é um nimero irracional.

Demonstragio. Suponhamos que ,/p ¢ um niimero racional, isto é, \/p = ¢, com a,b € Z,
b # 0 e mdc(a,b) = 1. Assim, obtemos que p = ‘g—;, o que implica que a® = pb? e, pelo Lema
3.2, resulta que a é divisivel por p. Logo, a = pn, para algum n € Z. Como a? = pb?, temos
que (pn)? = pb?, o que implica que b? = pk, com k = n2. Novamente pelo Lema 3.2, obtemos
que b ¢é divisivel por p. Como p divide a e b, obtemos que mdc(a,b) > p, o que contraria o
fato do mdc(a,b) = 1. Portanto, /p é um niimero irracional. O

Dados dois conjuntos A e B, a diferenca A — B é definida por
A-B={reA:x ¢ B}.
Assim, no que segue, o conjunto dos nimeros irracionais serd denotado por R — Q.
Lema 3.4. Sejam 0 #a € Q e 8 € R—Q. Entio, a+eR-Q eaf € R —-Q.

Demonstragdo. Suponhamos que o+ 5 € Q ou af € Q, isto é, que existem x,y € Q tais que
at+B=rxcQouaf=ycQ Assim,f=2—-acQoup=2cQ, oqueéum absurdo,
pois BeER-—QeQN(R—-Q)=0. O

O resultado abaixo serd de extrema importancia para obtermos os resultados principais
desse trabalho. Antes, lembremos que um nimero complexo w é denominado uma raiz n-ésima
da unidade se w™ = 1, para algum inteiro positivo n. As raizes n-ésimas da unidade sdo dadas

por
2k 2k
wk:cos<ﬂ) +isen(ﬂ-), k=0,1,...,n—1.
n n

Geometricamente, essas raizes correspondem a n pontos igualmente espagados sobre a circun-
feréncia unitaria do plano complexo, formando os vértices de um poligono regular de n lados,
para n > 3. Por exemplo, as solucoes da equacdo z° = 1 sdo representadas pelos vértices de
um pentagono regular inscrito na circunferéncia unitaria, conforme ilustrado na Figura 4.
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Figura 4: As cinco raizes quintas da unidade, com wg = 1, formando um pentagono regular.

Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra.

Lema 3.5. Seja w € C, com w # 1 uma raiz da equagdo w™ = 1. Entdo,
I+w+w’ 4+ +w" " =0.

Demonstragdo. Seja
S=1+w+w?+ - +w" (1)

Multiplicando ambos os membros de (1) por w, obtemos que
wS = w+w? + w4+ W ", (2)
Subtraindo (2) de (1), obtemos que
S(l-—w)=1-—w".
Como w # 1 e w™ = 1, segue que S = 0, como queriamos demonstrar. O

Outro resultado de fundamental importancia para o desenvolvimento deste trabalho é a
Férmula de De Moivre para poténcias, que enunciamos a seguir.

Lema 3.6 (Férmula de De Moivre para poténcias). Seja z = r(cosf + isen @) um nimero
complexo nao nulo, em que r >0 e § € R. Entao, para todo n € Z, tem-se

2" = 1" (cos(nf) + isen(nb)).

4 Resultados principais

Nesta secao apresentaremos e demonstraremos os principais resultados deste trabalho.
Antes disso, recordemos que a cada nimero complexo z = a + bi € C podemos associar um
ponto (a,b) € R? e, reciprocamente, a cada ponto (a,b) € R? podemos associar um niimero
complexo z = a + bi € C.

Essa correspondéncia é justificada pelo fato de que os espacos vetoriais R? e C sdo isomorfos.
Mais precisamente, considere a aplicacao

T: R? — C
(a,b) — a+ bi.

E imediato verificar que T é uma transformacao linear bijetora. Portanto, concluimos que os
espacos vetoriais R? e C sdo isomorfos.
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Proposicao 4.1. Para 6 = %’T, temos

cosf, senf € R — Q, (3)

cos 26, sen20 € R — Q, (4)
0

cos o, sen 5 eR-Q. (5)

Além disso,

—1++5 10 4+ 2v/5
4 4 ’
1—+5 10 — 2¢/5

cos 20 = _T e sen2d= Y (7)

COSQ* 3+ V5 e sengf 5- V5 (8)
2=V s 2 8

Demonstragio. Dividiremos a prova em trés itens: (I) 0, (IT) g e (IIT) 26.
(I) Aplicando o Lema 3.5, com n = 5, obtemos que as raizes da equacio z° = 1, sdo 1, z, 22, 23, 24,

cosf =

com
27 4 27
z = cos — + isen —
) 5
e
142422423424 =0. (9)
Como z # 0, dividindo ambos os membros da equacdo (9) por 2%, reagrupando os termos,
obtemos
1 9 1
724‘2’ +(-+2z)+1=0. (10)
z z
Note que
1 21 1 s 1
—tz) =542+ =5+ +2
z z z z
e, portanto,

1 1 2
2+22:<+z) - 2.
z z

Substituindo a igualdade acima em (10), obtemos

<i+z>2+(i+z>—1=0. (11)

Pela Férmula de De Moivre para poténcias (Lema 3.6), temos que

1 2T . 2
— = Cos — —isen —.
z 5 5

Utilizando este fato, segue que

1 2 2 2 2 21\ 12 21 2 2
(Z+z> :KCOS;—isen;)—i—(cosg—l—isen;)} :<2(ZOS57T) :4cosQ?7r (12)

1 |:< 27 . 27(> ( 27 . 271):| 9 27 (13)
— — - _ - . - — —
> +z COs 5 7 sen 5 + | cos 5 + 2sen 5 (o)) 5
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Substituindo (12) e (13) em (11), obtemos

2 2
4COSQ§—|—2COS§ —1=0.

Seja x = cos 2% Entao x satisfaz a equagdo quadratica
42 + 22 — 1= 0.
As solugoes dessa equacio sdo dadas por

—1++5
r=—".

4
Em particular, concluimos que
2r  —1++5
cos —
5 4 ’
pois cos 2% > 0, o que mostra (6);. Além disso, como, pelo Lema 3.3, V5 é um ndmero
irracional, podemos concluir, pelo Lema 3.4, que cos 2% = %\/g é um numero irracional,

provando assim (3);.
No que segue, vamos mostrar que sen 2% ER-Qe

or /104 2v5

sen — =

) 4

De fato, pela relacdo fundamental da trigonometria, obtemos

—1+\/5>2_1_<5—2\/5+1> _10+2V5

2 2
sen27r—1—cosg57T—1—<

) 4 16 16

o que implica que

or 110+ 2v5

sen — = ————

5 4

uma vez que %’T pertence ao primeiro quadrante, e isso prova (6),.

Suponhamos agora que sen 2% € Q. Assim, sen %’T =3, coma,b€Zeb#0, ou seja,

10+2V5 4
4 T
Portanto,
10 + 25 _ a?
16 2

do qual decorre que
16a2 — 105
5= —+——.
V5 2b2
Como 16a? — 1062, 2b% € Q, segue que W € Q, o que é um absurdo, pois, pelo Lema 3.3,
V5 € R — Q. Portanto, sen %” € R—Q, o que mostra (3),.

(IT) Agora vamos calcular cos §. Para dngulos no primeiro quadrante, vale a identidade

0 1+ cosf
Ccos — = | ——.
2 2
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2

%, obtemos

() [0

5 —

Tomando 6 =

Isso prova a igualdade (8);.
Mostremos que cos £ ¢ irracional. Suponhamos, por absurdo, que cos ¢ = 3, com a,b € Z

e b# 0. Assim,
[3+V5 _a
8 b

e, portanto,

3+V5 _a?
8 b2’
donde concluimos que
8a? — 3b2
VoR i

Como 8a? — 3b%,b% € Q, segue que &‘21);23172 € Q, o que é um absurdo, pois v5 € R — Q.
Portanto, cos ¥ ¢ irracional, o que mostra (5);.

Como g é um angulo do primeiro quadrante, temos que

0 1 —cosf
sen— =/ —— =
2 2
o que prova (8)a.
2

De maneira analoga ao que foi feito para mostrar que sen < e cos ¥ sdo niimeros irracionais,
mostra-se que sen T também ¢ irracional, ficando, assim, (5), demonstrado.
(IIT) Usando o fato que cos 26 = 2 cos? § — 1, obtemos que

—1+\/5)2_1:—1—\/5

4 4 ’

cos20:2<

o que mostra (7), e, como aplicacdo imediata dos Lemas 3.3 e 3.4.
Agora usando o fato que sen?20 = 1 — cos? 20 e que sen 26 > 0, obtemos que

2
Sen29:J1_<—1—¢5> _ Y1025

4 4

o que mostra (7),.
Argumentando por contradicao, de forma similar ao que foi feito anteriormente, mostramos
que sen 26 € R — Q, mostrando, assim, (4)s. O

Observagdo 4.2. Com o auxilio do software GeoGebra [12] e utilizando o fato de que R? e C
sdo isomorfos, podemos construir a representacdo geométrica das raizes da equacio z° =

(ver Figuras 5 e 6), interpretando nimeros complexos como pontos no plano. Essa construgao
se baseia no resultado de que as raizes n-ésimas da unidade correspondem aos vértices de um

poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia unitédria (ver [17]).
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Figura 6: Poligono regular inscrito com angulo cen-

Figura 5: Poligono regular inscrito. tral.

Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra.

Observagio 4.3. Sabendo que cos 2%r,sen 2%,cos%,sen

x,),(:os%r,sen%r € R — Q, podemos

concluir, pelo Lema 3.4, que, para todos «, 8 € Q com a # 0,

us

. ,6'+acos%”€]R—Q,

5+asen%’r€R—Q,

f+acos T €R—-Q,

B+aseny € R—Q,
. ﬂ—l—ozcos%’rER—Q,
. B—}—OJSGH%ER—Q.

As familias da Observacdo 4.3 podem ser acompanhadas na animacao elaborada pelos
autores em Manim', na qual os seis valores trigonométricos da Proposicdo 4.1 sdo denotados
por x1,...,%s e transformados em y; = 3 + ax;. O video apresenta duas etapas, primeiro
mantém o = 1 e varia 8 € Q, depois fixa 5 =0 e varia a« € Q\ {0}.

Figura 7: Acimulo de valores na reta real ao variar 3, com « = 1.

(a) (b) ()

Mantemos a = 1 e variamos 3 € Q Mantemos a = 1 e variamos 3 € Q Mantemos a = 1 e variamos 3 € Q

P e oo T L >

Fonte: Quadros da animagéo elaborada pelos autores em Manim.

!Manim (Mathematical Animation Engine), biblioteca de animacio mateméatica em Python.
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Na Figura 7, a reta superior registra as escolhas de 3, enquanto a inferior acumula os
resultados y; = S + x;, conservando as marcagoes anteriores. O quadro (a) mostra o caso
inicial 5 = 0, em (b), aparece a escolha § = %, junto dos resultados j& obtidos, em (c), vé-se a
amostra ao fim dessa etapa, com = § paran = —8,—7,...,8.

Figura 8: Actimulo de valores na reta real ao variar a;, com § = 0.

v
A4
v

Fonte: Quadros da animagéo elaborada pelos autores em Manim.

Na Figura 8, mantém-se 8 = 0, de modo que a reta superior passa a indicar os valores de «
e a inferior acumula os produtos y; = ax;. Os quadros mostram o caso inicial a = 1, uma
etapa intermediaria e a amostra final.

Nas duas etapas, as cores identificam as expressdes trigonométricas, e o marcador em anel
destaca a coincidéncia x4 = xg, pois sen(26) = sen(g) para 6 = 2X. A irracionalidade dos
resultados é garantida pelo Lema 3.4, sob as hipdteses da Observacao 4.3, enquanto os quadros
representam uma amostra finita por coordenadas aproximadas. O video completo pode ser
acessado pelo QR Code da Figura 9 e retomado nas atividades da Secéo 5.

Figura 9: QR Code para a animacdo dos ntimeros irracionais na reta real.

Fonte: Elaborado pelos autores.

A partir desses valores trigonométricos, a Observagdo 4.3 fornece familias infinitas de
nimeros irracionais por transformagoes com coeficientes racionais.

Em [19, Theorem 6.16] é apresentado um resultado geral do Lema 3.4 e da Observagao 4.3.
No entanto, a demonstracao apresentada aqui, neste contexto, utiliza argumentos completa-
mente distintos e de natureza mais elementar e, além disso, apresentamos a forma do ntimero
irracional, o que nao é mostrado em [19] . O teorema mencionado do artigo [19] é o seguinte:

Teorema 4.4. Se 6 = rmw, com r € Q, entdo cosf, senf e tanf sdao niumeros irracionais,
exceto nos casos em que tan 6 ¢ indefinido, e nas excegdes

1 1
cos@zO,:l:i,:lzl; sen9:0,:t§,:|:1; tanf = 0, +1.

Note que, se 6 = 7, temos que cost = ? € R —Q, mas cos26 € Q, pois cos20 = 0.

Esta observacdo mostra que, se cosf € R — Q, ndo podemos concluir que cos20 € R — Q.


https://youtu.be/aXNQ69HCu8w
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Mais geralmente, isto pode ser observado no Teorema 4.4 acima. Em [18], prova-se que, se
cos20 € R — Q, entdao cosf € R — Q.

Motivados pelo Lema 3.4, a seguir enunciaremos e provaremos o principal resultado deste
artigo.

Teorema 4.5. Sejam a,b € Q, com a,b# 0, e p wm nimero primo tais que |a + by/p| < 1.
Se 6 € R € tal que cost) = a + b,/p, entio

cosf, senf e R —Q, (14)
1
cos20 e R—-Q, e sen20cR—-Q sea2+pb2#§, (15)
0 0
cos o, sen eR-Q. (16)
Além disso,
senf = j:\/(l —a? — pb?) — 2ab,/p, (17)
cos20 = (2a* + 2pb* — 1) +4aby/p e sen20 = +2(a + b\/p) \/(1 —a? — pb?) — 2aby/p, (18)
1 b 1—a)—5
cosg::t W e sengzzlz (a)2\/f9. (19)

Demonstracdo. Com o objetivo de promover a clareza e a organizacdo, iremos proceder a
subdivisdo da prova em seis itens.

(a) Pelo Lema 3.3, obtemos que /p ¢ irracional e pelo Lema 3.4, resulta que a+b,/p ¢ irracional.
Portanto, cos @ = a + b,/p ¢ irracional.

(b) Vamos supor que sen f seja racional. Assim, existe ¢ € Q tal que senf = c. Da relagdo
fundamental da trigonometria, resulta que ¢ = sen = 4v/1 — cos? 6. Logo,

=1~ (a+byp)?

de onde decorre que
—c? + (1 — a® — pb?)
= ) 20
VP 2ab (20)
—c24+(1—a®—pb?

Como T) € Q, resulta de (20) que /p € Q, o que contraria o Lema 3.3. Portanto,
sen 6 é um ntmero irracional.
(¢) Vamos supor que cos 26 = ¢, com ¢ € Q. Assim,

c=2cos?0 —1=2(a+byp)*—1

e, portanto,
c— (=14 2a® + 2pb?)
= ) 21
VP 1ab (21)
Como %ﬁw € Qe /peR—-Q, temos uma contradicio em (21). Portanto, cos 26 é

irracional.
(d) Suponhamos que sen 26 = ¢, com ¢ € Q. Recorde que pelo item (a), cos@ # 0. Assim,

c=sen20 = 2senfcosb,

ou seja,

= 2senf

COS
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e, consequentemente,

02

_ 2
oz~ A= cos70).
Assim,

62

@73755:4—4a+mmﬂ,

de onde decorre que
¢+ 4(a® + pb?)? — (4a® + 4pb®) + 16ab*p = 8ab(1 — 2(a® + pb?))/p-
Como a? + pb? # %, segue que

? +4(a* 4 pb?)? — (4a® + 4pb®) + 16a°b*p /P (22)
8ab(1 — 2(a2 + pb?)) - v

2 2 2\2 2 2 212
Como £+ +§Zb21:g%221;€§)))+16a P eQe VP € R—Q, de (22) obtemos uma contradigo.

Portanto, sen 20 é irracional.

(e) Suponhamos que cosg seja um numero racional. Assim, existe ¢ € (O, com ¢ = cos g. Logo,

0 1 0 1 0
c:cosizi %j 02:¥ = 22 —1=-cosl

2¢2 — (1
= 2 -1=a+b/p = \/ﬁzcém,

2_ L. .
0 que é um absurdo, uma vez que 267(@ € Qe /p € R—Q. Portanto, cosg é irracional.

Como cosg =44/ 1*‘372059, obtemos
(14+a)+0byp

Cos — = [ ——F—.
2 2

(f) Suponhamos que seng seja um numero racional. Assim, existe ¢ € Q com ¢ = seng.

Portanto,

0 11— 0 1-— 0
c:senizzlz %é 02:% = 22 —1= —cosf

1—a)—2c
= 1-2¢=a+b/p = \/ﬁz(al))c,

)92
o que é um absurdo, pois % € Qe /p € R—-Q. Portanto, seng é irracional.

Como seng = :I:q/Lfsa, obtemos

o 1—a)—b

5 5 (23)

O]

Observagio 4.6. Se cos ) = a+b,/p, com a,b € Q,a,b # 0, e p ¢ um ntimero primo, entdo, pelo
Teorema 4.5 e pelo Lema 3.4, para «, 5 € Q, a # 0, resulta

e B+acosf eR—Q,
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B+ asenf € R —Q,

B+ acos20 € R —Q,
. 2 2 41
o B+asen20 € R—Q,sea”+pb” # 3,

ﬁ—kacos%é]l%—@,

ﬁ+asen%€R—Q.

Observagdo 4.7. Como uma consequéncia direta do Teorema 4.5, obtemos uma outra demons-
tracdo da Proposicao 4.1. De fato, como a fungao f : [0,7] — [—1,1], f(0) = cos 8, é bijetora,
dado a = @ € [—1,1], existe um unico 6 € [0, 7] tal que

NG
YR

f(@) =cosh =a =

Pela injetividade de f, resulta que 8 = %’r, pois cos 8 = cos %” = ‘/“F’A:l. Como \/ifl = 771—#%\/5,

os resultados estabelecidos na Proposicao 4.1 seguem do Teorema 4.5.

Observagao 4.8. O Teorema 4.5 pode ser facilmente generalizado. De fato, devido a irracionali-
dade das raizes quadradas inexatas, observando a demonstragao do Teorema 4.5, vemos que
podemos substituir /p por v/m, com m € N, desde que /m nao seja exata.

Mais geralmente (veja [19, Corollary 6.15]), sabemos que, se {/m nao é exata, com n € N
e m € Z, entdo {/m é irracional. Portanto, usando expansao binomial, podemos generalizar
ainda mais o Teorema 4.5.

5 Proposta de uma sequéncia didatica

A sequéncia retoma o estudo de nimeros como /2 e /5 em situagdes de construcio e
comparacao de comprimentos, a partir das quais se chega aos valores irracionais de seno e
cosseno apresentados na Proposicao 4.1.

O GeoGebra sera utilizado nas construgoes e na exploragao da circunferéncia trigonométrica,
permitindo relacionar angulos, segmentos e coordenadas, enquanto o estudo da irracionalidade
se apoia nas expressoes exatas e na argumentacao algébrica. As animagoes elaboradas pelos
autores em Manim serdo apresentadas como videos prontos, e serdo retomadas nos momentos
em que ajudam a discutir as relagoes estudadas.

A organizacao se apoia na concepgao de sequéncia didatica de Zabala [23], entendida como
um conjunto de atividades articuladas em torno de objetivos de aprendizagem. Cada encontro
retoma elementos do anterior e introduz uma nova questao, conduzindo das construcgoes na reta
as expressoes trigonométricas e, depois, as transformagoes que produzem outros irracionais.

Piblico e condigoes de aplicagao

A proposta destina-se ao Ensino Médio e pressupoe conhecimentos de ntimeros reais, radicais,
equacoes quadraticas, Teorema de Pitagoras, semelhanca de tridngulos e razoes trigonométricas.
As identidades de dngulo duplo e de meio angulo devem ser retomadas pelo professor quando
necessario.

Prevé-se o trabalho em duplas, com caderno, régua, compasso e acesso ao GeoGebra.
Havendo apenas um computador com projetor, o professor pode conduzir as construgoes a
partir das sugestoes dos estudantes, que registram individualmente suas previsoes e calculos.
Na falta de recursos digitais, as construgoes podem ser adaptadas para régua e compasso,
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e os quadros das animagcoes reproduzidos em material impresso, o uso das ferramentas do
GeoGebra pode ser apresentado durante as atividades.

As tarefas iniciais retomam as habilidades EFOIMAO1 e EFO9MA02 da BNCC [3], relacio-
nadas a comprimentos irracionais e a sua localizacdo aproximada na reta. Os problemas com
tridngulos também se relacionam a habilidade EM13MAT308, pelo uso de relagdes métricas e
semelhanca. A articulacdo entre investigacao, representacio e demonstracao orienta o uso dos
recursos digitais ao longo da proposta.

Objetos do conhecimento

e numeros racionais e irracionais, suas representacoes e sua localizagao na reta real;
e Teorema de Pitadgoras e semelhanca de triangulos;

e circunferéncia trigonométrica, pentagono regular e valores de seno e cosseno associados a
Q= 2r.
= 21,
e representacdo geométrica das raizes quintas da unidade, como aprofundamento para
turmas que ji conhecem ntmeros complexos;
o transformagoes 8 + ax, com coeficientes racionais e o # 0;

o distingdo entre observagdo, conjectura e justificagdo matemaética.

Objetivo geral

Investigar como construcoes geométricas e expressoes exatas permitem obter e justificar
numeros irracionais, articulando o trabalho no GeoGebra a andlise algébrica e a interpretagao
das animacoes em Manim.

Objetivos especificos

Ao final da sequéncia, espera-se que os estudantes sejam capazes de:

« construir e localizar v/2, v/5 e outras raizes quadradas na reta real, explicando as
propriedades utilizadas;

o distinguir uma expressao exata de uma aproximacio decimal e reconhecer os limites da
representacdo na tela;

o relacionar o pentdgono regular aos angulos 6 = %”, 20 e g, identificando seno e cosseno

como coordenadas;

e justificar a irracionalidade dos valores estudados com os resultados da Proposicéo 4.1 e
dos Lemas 3.3 e 3.4;

o calcular transformagoes com coeficientes racionais e explicar por que a condigcdo a # 0 é
necessaria;

o formular conjecturas, apresentar argumentos e relacionar as transformacoes algébricas as
duas etapas da animagao das retas.
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Etapas de desenvolvimento

O planejamento compreende cinco encontros de aproximadamente 45 a 50 minutos. Esse
tempo é uma referéncia, e o terceiro encontro pode ser desdobrado se a turma precisar retomar
semelhanca ou identidades trigonométricas.

Primeiro encontro

Antes de apresentar o problema, o professor pede que os estudantes classifiquem %, 0,333...,
1,414, v/2 e /9 como racionais ou irracionais, justificando suas escolhas. Também solicita um
esboco de como poderiam localizar v/2 na reta. As atividades iniciais exploram propriedades
elementares da geometria plana, particularmente o Teorema de Pitagoras e a construcao de
segmentos, temas abordados em [11]. As respostas ficam registradas para comparac¢ao no
altimo encontro.

Atividade 5.1. José estd desenhando um canteiro triangular para a horta da escola. No
projeto, dois lados perpendiculares medem 1 m cada. Qual é o comprimento do terceiro lado?
Represente o projeto no GeoGebra e encontre uma maneira de transportar esse comprimento
para uma reta graduada em metros, sem substituir a raiz por um decimal.

Encaminhamento. Tomando uma unidade do desenho como 1m, marcam-se A = (0,0),
B =(1,0) e H = (0,1). O tridngulo ABH é retangulo em A e BH? = 12 + 12 = 2; logo, o
terceiro lado mede v/2m. Uma circunferéncia de centro A e raio igual ao comprimento de BH
encontra o semieixo positivo no ponto K = (v/2,0). O professor pede que as duplas expliquem
por que essa construgdo conserva o comprimento.

Atividade 5.2. José modifica o projeto, em que um cateto continua medindo 1m, mas o
outro passa a medir 2m. Determine o comprimento do terceiro lado e represente-o na mesma
reta. Ao registrar uma aproximacio dessa medida, Jodo escreve no caderno v/5 = 2,236. A
igualdade esta correta? Explique como essa anotacao deveria ser feita.

Encaminhamento. Em uma nova construcao, use A = (0,0), B = (0,1) e C = (2,0). Pelo
Teorema de Pitdgoras, BC? = 12 + 22 = 5, de modo que o terceiro lado mede v/5m. A
circunferéncia de centro A e raio BC determina E = (1/5,0) no semieixo positivo. As Figuras
10 e 11 representam as duas construgoes.

Figura 10: Construcio de v/2 na reta real. Figura 11: Construcdo de /5 na reta real.

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Para examinar a anotacao de Joao, as duplas calculam
2,236% = 4,999696 < 5 < 5,004169 = 2,2372.

Como os extremos sao positivos, 2,236 < /5 < 2,237. Portanto, 2,236 é uma aproximacao,
com erro absoluto menor que 0,001, e a escrita adequada é v/5 ~ 2,236. A irracionalidade de
V/5 ¢ justificada pelo Lema 3.3.

Segundo encontro

Atividade 5.3. Para um painel da feira de Matematica, José, Jodo e seus colegas querem
distribuir cinco marcas igualmente espacadas sobre uma circunferéncia. No GeoGebra, adote o
centro O = (0,0), raio 1 e a primeira marca em A = (1,0). Qual deve ser o dngulo central
entre marcas consecutivas? Construa o pentagono regular e identifique as coordenadas das

marcas correspondentes a 6 = %” e 26.

A ’ o . 7’ .
O angulo central é % =T72° = %’r Para construir o pentagono, os alunos podem rotacionar
A em 72° em torno de O, no sentido anti-horédrio, obtendo B, e usar a ferramenta de poligono
regular com os vértices A, B e cinco lados. Também podem repetir a rotacdo até obter os

cinco vértices.

Atividade 5.4. Marque também o ponto da circunferéncia correspondente a % = 36°, por
uma rotagdo de A em torno de O. Para os angulos 36°, 72° e 144°, trace as projegoes dos
pontos sobre os eixos e registre as aproximagoes do seno e do cosseno. Antes de consultar as
medidas, preveja os sinais dessas coordenadas. Ha valores que parecem coincidir? Explique o
que a figura sugere.

Na circunferéncia unitéria, o ponto de dngulo t tem coordenadas (cost,sent). Os pontos
de 36° e 72° estao no primeiro quadrante; o de 144°, no segundo, tem cosseno negativo e
seno positivo. Nas turmas que ja conhecem ntmeros complexos, os cinco vértices podem ser
identificados com as raizes de z°> = 1, como nas Figuras 5 e 6.

As aproximacgoes ficam em uma tabela no caderno para serem comparadas com as expressoes
exatas no encontro seguinte. Uma coincidéncia merece atengdo: sen 144° = sen 36°, pois os
angulos sao suplementares, assim, as seis expressoes trigonométricas estudadas correspondem
a cinco nimeros distintos.

Terceiro encontro

O professor retoma a questao deixada, como determinar as coordenadas sem copiar os
decimais do GeoGebra? Para obter cos72°, pode recorrer a construgao da Figura 2 e a
animagao do pentagono, indicada na Figura 3.

Na Figura 2, F' é a intersecdo de AD com CE. A anilise dos dngulos e dos tridngulos
isosceles fornece AFF = CF =CD =1e ACD ~ CDF. Chamando a diagonal de ®, tem-se

DF=d-1c¢

P 1 145

—=— P*—P—1= P = :

1 o -1’ 0, 2
Escolhe-se a solugao positiva por se tratar de um comprimento. Se M é o ponto médio de C'D,
o tridngulo ACM é retdngulo em M, CM = % e ACM = 72°. Logo,

., CM 1 1 V-1
cosT2’ = —=— = = .
AC 20 1445 4
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O video pode ser pausado para que os estudantes expliquem a semelhanca e a escolha da raiz.
Se nao for exibido, a mesma discussdo pode ser conduzida com a figura e a construcdo no

GeoGebra.

Atividade 5.5. Partindo de cosf = ‘/i_l, com 0 = 72°, obtenha os demais valores da
Proposicao 4.1. Use a relacio sen? § + cos? § = 1, as identidades de angulo duplo e as de meio
angulo. Compare os resultados com a tabela do encontro anterior e justifique a escolha dos

sinais das raizes.

O professor pode distribuir os célculos entre as duplas e organizar a conferéncia coletiva.

Para 26, usam-se cos 20 = 2 cos? § — 1 e sen 20 = 2sen  cos 6; para g, usam-se COSQ(g) = ILQOSG
e sen2(g) = #. Os valores a conferir sao
Angulo Cosseno Seno
VE—1 | J10+2v5
6 =172°
4 4
10 — 2v/5
20 =144° | — L+ V5 V5
4 4
b _ a0 \/ 3+v5 | [5-5
2 8 8

Atividade 5.6. José registra uma aproximacao decimal de cos72° obtida no GeoGebra,
Vv5—1
4
Justifique sua irracionalidade a partir de 4cos72° + 1 = /5 e explique por que a medida
exibida na tela nao basta para essa conclusdo. Em seguida, escolha um dos senos da tabela e

examine seu quadrado para justificar sua irracionalidade.

enquanto Jodo escreve cos 72° = . O que cada representagao informa sobre esse niimero?

S

Se cos 72° fosse racional, v/5 também seria racional. Para os senos, os quadrados sdo 5+8
5—/5

ou >=~2, ambos irracionais pelo Lema 3.4. Como o quadrado de um racional é racional, os
3+V5.
8 I

senos nao podem ser racionais. O mesmo raciocinio se aplica a cos 36°, cujo quadrado é
para cos 144°, usa-se diretamente sua expressio afim em /5.

Quarto encontro

Atividade 5.7. Para ampliar o painel, a turma decide obter novos exemplos a partir de

T =cosT72° = @. José sugere dobrar esse niimero, Jodo propoe somar 1, e os demais colegas
sugerem subtrai-lo de 2 ou multiplica-lo por % antes de subtrair 1. Calcule, na forma exata,
3
2z, 1+ z, 2—ux, —1—|—§x.

Escreva cada expressdo como [ + ax, identifique os coeficientes racionais e justifique a
classificacao do resultado.

Apébs comparar as respostas, o professor pode registrar os resultados

Vb —1 3+V5 9—-+5 3vH —11
2 4 4 g8

correspondentes, nessa ordem, aos pares («, 8) = (2,0), (1,1), (-1, 2), (%, —1).
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Atividade 5.8. Mantendo x irracional e § racional, compare 8 + 2z, 8 —x e 3 + § com
B + 0z. Formule uma regra para a natureza de y = 8 + ax, com «, 5 € Q, e explique por que
é necessario separar o caso a = 0.

Quando a = 0, o resultado é o racional 8. Quando « # 0, supor y racional levaria a

_y—p
xr =

(07

€Q,

contradizendo a hipdtese sobre x. Essa é a justificativa da propriedade usada na Observacao
4.3, a partir do Lema 3.4.

Depois da investigacdo algébrica, o professor retoma a animagdo apresentada apds a
Observagao 4.3, acessivel pelo QR Code da Figura 9, e solicita previsoes antes de cada trecho.
Na primeira etapa, os estudantes comparam as translagoes obtidas ao manter o = 1 e variar 3,
como nos quadros da Figura 7; na segunda, examinam o efeito de variar a # 0 com g = 0,
conforme a Figura 8.

Atividade 5.9. Identifique no video os valores iniciais, os pardmetros e os pontos produzidos
pelas transformacoes. Relacione o deslocamento a parcela 8 e, quando 5 = 0, interprete o
efeito do sinal e do mdédulo de . Explique por que aparecem duas expressoes associadas ao
mesmo ponto inicial e qual argumento garante a irracionalidade dos resultados.

Os alunos devem relacionar a coincidéncia a igualdade sen 144° = sen 36°. Com 3 =0, o
moédulo de o multiplica a distancia a origem, se a < 0, o ponto também passa para o lado oposto
da reta. E importante salientar que a animacao permite acompanhar essas transformagoes,
mas exibe uma amostra finita, desenhada com aproximacoes.

Quinto encontro

O ultimo encontro comeca pela revisdo das respostas diagndsticas. Cada estudante conserva
a resposta inicial e escreve ao lado o que manteria ou corrigiria e por qué. Em seguida, resolve
individualmente as questdes abaixo.

Atividade 5.10.

1. No projeto do segundo canteiro de José, por que v/5 e 2,236 ndo podem ser ligados por
um sinal de igualdade? Encontre dois racionais entre os quais esteja /5 e confira sua
resposta pelos quadrados desses ntimeros.

2. Para z = ‘/5471, a= % e § = —1, determine y = 8 + ax na forma exata e justifique sua

irracionalidade. Explique o que mudaria se « fosse zero.

3. Escolha outro valor da Proposi¢do 4.1 e proponha coeficientes racionais o # 0 e .
Apresente a expressdo exata de 5 + ax e justifique por que ela é irracional.

4. Cite uma relagdo percebida no GeoGebra ou na animacio e explique qual argumento
matematico permite confirma-la.

Avaliacao

A avaliacdo leva em conta os registros feitos pelas duplas, as construcoes realizadas,
os céalculos desenvolvidos e as respostas individuais. Ao longo das atividades, o professor
acompanha se os estudantes conseguem justificar por que um comprimento é preservado quando
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é transportado para a reta, identificar corretamente os sinais dos valores trigonométricos e
compreender a diferenga entre uma medida aproximada e uma expressao exata.

Nas atividades que envolvem transformagoes algébricas, também é importante observar se
os estudantes utilizam corretamente as hipéteses de racionalidade dos coeficientes e a condicdo
a # 0, evitando conclustes baseadas apenas na aparéncia do resultado.

Ao final, as respostas sdo comparadas com o diagndstico inicial, permitindo identificar os
avangos dos estudantes e os pontos que ainda precisam ser retomados.

6 Consideracoes finais

A énfase dada ao ensino dos nimeros irracionais nas etapas de ensino fundamental e médio
é limitada. Na educacdo béasica, os nimeros irracionais mais frequentemente encontrados sao
7 e ,/p, em que p ¢ um nimero primo. No entanto, ¢ comum encontrar em grande parte dos
livros didaticos a afirmacdo de que v/2 e 7 sdo niimeros irracionais, sem que seja apresentada
qualquer justificativa plausivel para tal afirmacéao.

Outro nimero irracional importante que surge em varios fenémenos naturais é o nimero e,
a base do logaritmo natural. Utilizando a expansdo da série de Taylor e = >">° | %, reERe
considerando x = 1, é possivel obter aproximagcoes satisfatérias para e, como e = 2, 718.

Ao longo de sua historia, o ensino da matematica tem passado por significativas transfor-
magoes, levando os professores dessa disciplina a buscar inovagoes e dar sentido ao ensino
de matematica. Nesse contexto, com o objetivo de suprir essa caréncia e de fornecer uma
contribui¢do na formacgao de professores de matematica e areas relacionadas, bem como dos
estudantes da educacdo bésica e dos cursos de licenciatura em matematica, optamos por abor-
dar o tema neste artigo. Aqui, utilizando apenas ferramentas simples, foram obtidos infinitos
valores irracionais trigonométricos, conforme estabelecido no Teorema 4.5 e na Proposigao 4.1.
Esperamos que este trabalho possa ser uma fonte de apoio para estudantes e professores de
matematica e areas afins, contribuindo assim para sua formagéo e enriquecendo o conhecimento
dos apaixonados por essa disciplina.

Financiamento

O primeiro e o segundo autores receberam apoio da Fundagado de Apoio a Pesquisa do
Estado da Paraiba (FAPESQ), no &mbito do Termo de Outorga n® 2457,/2026.
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