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O surpreendente comportamento das sequéncias
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Resumo

Neste artigo abordamos de forma didética e pictografica o comportamento das sequéncias
senn e cosn, que sdo densas no intervalo fechado [—1, 1] da reta real. Esse é um resultado
surpreendente, mas muitas vezes desconhecido. Focando um publico iniciante em Anéalise
Real, usamos uma compilagao bibliogréafica sobre o assunto, porém, desenvolvendo uma
maneira estimulante de apresentar os resultados, ilustrando-os com animagoes feitas no
software dindmico GeoGebra. As animagoes facilitam bastante o entendimento de como se
comportam as sequéncias senn e cosn, e a demonstracio de que sdo densas em [—1,1].

Palavras-chave: Ensino de Anélise Real. Séries e sequéncias. NogGes basicas de Topologia.
Animagoes com o GeoGebra

MSC 2020: 40A05; 97130

Abstract

In this article, we present a didactic and pictographic exploration of the behavior of the
sequences senn and cos n, which are dense in the closed interval [—1, 1]. This is a surprising,
yet often overlooked, result. Aimed at beginners in Real Analysis, we compile key references
on the subject while developing an engaging approach to presenting the results, supported
by dynamic animations created in GeoGebra. These animations greatly enhance the
understanding of how the sequences senn and cosn behave and help to illustrate the proof
of their density in [—1,1]
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Introducao

Na Matematica ha algumas séries e sequéncias que se destacam e se tornaram admiradas e

estudadas por suas inesperadas caracteristicas. Por exemplo, um resultado inesperado sobre
o0

séries é que a série harmoénica E — ¢é surpreendentemente divergente, e a surpresa decorre
n=1
da extrema lentidao de sua divergéncia ([1], [3], [7]). Outro resultado que causa surpresa é

que a sequéncia dos nimeros primos, (2,3,5,7,11,13,17,---), possui varias caracteristicas
intrigantes, entre essas, que seu termo geral ndo pode ser dado por um polinémio, a uma
varidvel, com coeficientes inteiros, mas existem expressoes bem esquisitas que fornecem todos os
nimeros primos. Dado um nimero natural, também é possivel obter dois termos consecutivos
da sequéncia de nimeros primos cuja distancia entre eles é maior do que esse nimero natural!
(I8])

Nessa busca de séries e sequéncias interessantes, ha duas sequéncias bastante simples de
serem expostas, com propriedades, também, bastante surpreendentes, que nos parece nao
serem muito conhecidas ou estudadas:

(senn) e (cosn), com n € N;n > 1, n medido em radianos.

Neste artigo, direcionado principalmente aos iniciantes, faremos um estudo detalhado, de
forma didatica, sobre o comportamento e convergéncia das sequéncias acima e de subsequéncias
delas. Como ambas sdo sequéncias limitadas, o famoso Teorema de Bolzano-Weierstrass ([3])
estudado nas primeiras disciplinas de Analise Real, assegura que cada uma possui, pelo menos,
uma subsequéncia convergente.

Provaremos bem mais do que acabamos de relatar: embora, as sequéncias (senn) e (cosn)
divergem, elas possuem infinitas subsequéncias convergentes especiais. O cardter especial
dessas subsequéncias convergentes vem do fato inesperado, de que, dado um ntmero real
qualquer L € [—1, 1], existe uma subsequéncia (senny) de (senn), com

lim senng = L.
k—o00
De maneira andloga, prova-se que para qualquer M € [—1,1], existe uma subsequéncia
(cosnj) de (cosn), com

lim cosn; = M.
Jj—00

Recorrendo a conceitos topoldgicos basicos da Andlise Real, dados os conjuntos
A C B C R, dizemos que A é denso em B, se dados qualquer x € B e qualquer ¢ > 0,
tem-se (z — e,z +¢) N A # (), ou seja, existe z, € A, tal que, |z — z,| < e. Em termos de
sequéncia, este conceito toma a forma: para todo z € B, existe uma sequéncia (x,) C A, tal
que, lim xz, = x.
n—oo
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Nesse contexto, vamos mostrar que os conjuntos {senn; n € N,n > 1, n medido em radianos}
e {cosn; n € N;n > 1,n medido em radianos}, com a topologia usual da reta, sdo densos no
intervalo fechado [—1, 1], um resultado que achamos surpreendente e ndo muito conhecido, as
vezes, mesmo por aqueles cujo trabalho envolve especificamente a Matematica.

Diferentemente de abordagens existentes na literatura sobre o tema, nossa proposta visa
estimular alunos de cursos de Célculo ou de Anélise Real para verem a importancia dos
conceitos que aprendem. Além disso, pretendemos ressaltar o uso desses conceitos para provar
resultados inesperados, que os estimulem e despertem sua curiosidade para estudos mais
avangados e para a pesquisa cientifica futura.

Com esse objetivo, nossa apresentacido usa um enfoque geométrico, apresentando animacdoes
geométricas elaboradas com o GeoGebra, bem como simulagdes numéricas. Isso proporciona
uma melhor visualizacdo e compreensao desses resultados, particularmente para os iniciantes.

2 Um pouco sobre as sequéncias (senn) e (cosn)

Ao longo do texto, o angulo n no circulo trigonométrico serd sempre medido em radianos.
Tudo o que mostraremos valer para a sequéncia (senn), vale de modo andlogo para a sequéncia
(cosn) (ver, por exemplo, [7]). Por isso, nos concentraremos no estudo da sequéncia (senn).

Antes de comecarmos a estudar sequéncias envolvendo o seno, analisemos o comportamento
geométrico da sequéncia:

(1rad,2rad,3rad,...), (1)

que é muito importante para o entendimento e apresentacao do que queremos demonstrar.
Uma observagao inicial e crucial sobre a sequéncia (1) é que nenhum de seus pontos se

repete. De fato, se existissem inteiros positivos m e n tais que nrad=mrad + 2knrad, para

algum k € ZT, decorreria dessa igualdade que 7 seria um ntimero racional, um absurdo!

7r , . L
Como Erad ~ 1,57rad, observa-se que, ao marcar no circulo trigonométrico os elementos

da sequéncia (1), no méximo dois de seus elementos consecutivos podem ser marcados em um
tnico quadrante, e o préximo serda marcado no quadrante seguinte. Um fato simples, porém
importante é que a medida em radiano independe do raio do circulo considerado.

No que segue, faremos a marcagao da sequéncia (1) no circulo trigonométrico. Observe a
animagao grafica do resultado acima, ilustrando que todos os pontos da sequéncia sao distintos.
Os pontos mudam de cor nas animagoes, para conferirmos que os pontos variam em todo
circulo. Nas Figuras 1 e 2 temos um print da tela do GeoGebra e neste link esta disponivel
uma animacao dessas figuras: https://www.geogebra.org/m/qf j8abae


https://www.geogebra.org/m/qfj8abae
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Figura 1: Representagao de alguns Figura 2: Representagdo de vérios
pontos no ciclo trigonométrico pontos no ciclo trigonométrico

Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Voltaremos a trabalhar com a sequéncia (1) na Se¢do 5. No que segue, mostraremos que a
sequéncia (senn) diverge.

Teorema 2.1. A sequéncia (senn) é divergente.

Demonstragio. Suponhamos por contradigdo que a sequéncia (senn) seja convergente. Diga-
mos, lim senn = a € R. Usando a férmula do arco da soma, obtemos
n—oo

sen (n+ 1) = senncos 1+ cosnsen 1. (2)
Passando ao limite em (2), resulta em

a=acosl+ lim (cosnsenl). (3)
n—oo

De (3) deduzimos que a sequéncia (cosmsen 1) converge e portanto a sequéncia (cosn) é
convergente. Digamos que le cosn =b € R. Logo, a partir de (3), por passagem ao limite,
n—oo

a=acosl+ bsenl. (4)

Agora, usando o fato de
cos(n+ 1) =cosncos1 —sennsen 1, (5)

e passando ao limite em (5), obtemos

b=bcos1— asenl. (6)
De (4) e (6) seguem as igualdades

ab=abcos1 +b*senl e —ab= —abcos1+ a®sen 1.
Adicionando membro a membro as igualdades anteriores, decorre que
(a®* 4+ b*)senl =0 = a® 4+ b* = 0.
Assim, a = b = 0, o que é contradicao, pois
a4+ b = (nlbrgo sen 2n + 1111320 cos’n) = Jgrgo(sen2n + cos’n) = 1.

Portanto, a sequéncia (senn) diverge, como queriamos demonstrar. ]
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Veja geometricamente o que ocorre com essa sequéncia na animagao que fizemos:

Figura 4: Varios pontos da sequéncia
Figura 3: Alguns pontos da sequéncia (senn), ilustrando sua densidade no
(senn) no intervalo [—1, 1] intervalo [—1, 1]

12 14 4 -L2 12 14

-0.2

-0.4

Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Nas Figuras 3 e 4 temos um print da tela do GeoGebra e no link abaixo, temos a animacao
dessas figuras, as quais representam a densidade da sequéncia (senn) no intervalo [—1,1]. A
animacgao encontra-se no link: https://www.geogebra.org/m/fpe6cbbt

Da demonstragao do teorema anterior decorre o seguinte resultado:

Corolario 2.2. A sequéncia (cosn) diverge.

3 Resultados Basicos

No que segue, apresentaremos duas fun¢oes muito titeis no que vamos fazer, bem como
apresentaremos algumas propriedades dessas fungoes.

A funcdo |-| : R — R, definida por || = max{n € Z : n < z} é chamada fungio parte
inteira de z. Abaixo, segue o gréfico da funcao |z].

Figura 5: Grafico da funcdo parte inteira | x|

Fonte: Os autores


https://www.geogebra.org/m/fpe6cbbt
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Como |z| € Z, entdo para todo z € R, temos:
lz] <ax<|z|+1.

No decorrer deste artigo, para todo x € R, vamos utilizar a notagdo {x} para representar a
fungdo {z} = = — |z|, denominada parte fracionaria de x.
Observe que
0 <{z} <1, para todo x € R. (7)

O grafico da funcao parte fracionaria de = esta representado na figura a seguir:

Figura 6: Gréfico da fungao {z}
Y

34
24
LS
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 T
—1 4
—2 4

-3 4

Fonte: Os autores

4 Uma versao do Teorema de densidade Kronecker: um resul-
tado de densidade na reta bem surpreendente e necessario

Para apresentarmos uma demonstragao algébrica de que, dado L € [—1, 1] qualquer, existe
uma subsequéncia (senny) de (senn) tal que

lim senng = L,
k—o0

ou seja, que a sequéncia (senn) é densa no intervalo [—1, 1], faremos uso de um resultado de
densidade na reta, devido ao matemético alemao Leopold Kronecker (1823-1891), que julgamos
bem interessante e é o ponto de partida de nossa demonstragao principal.

Para demonstrar esse resultado, necessitaremos do lema seguinte que utiliza as fungoes
definidas na secao anterior.

Lema 4.1. Sejo o € Q, o > 0. Dado € > 0, existem n' € ZT e m' € Z, tais que
In +m'al <e.

Demonstracdo. Para o € > 0 dado, pela Propriedade Arquimediana dos niimeros reais, existe

1
N €N, tal que, N > —. Consideremos o seguinte conjunto
€

A= {{a}, {20}, {3a},---  {(N + 1Da}}. (8)

Esse conjunto tem as seguintes propriedades, a serem justificadas mais adiante:

1. {ia} € (0,1), parai=1,2,--- ,N + 1;
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2. Os ndmeros no conjunto A nao estdo em uma lista (necessariamente) mondtona crescente
ou decrescente;

3. E formado por ntimeros irracionais;
4. E formado por nimeros distintos.

Justificativa da propriedade (1):
Como a ¢ Q, o tem uma representacao decimal infinita e nao periédica. Portanto, por (7),
sua parte fracionaria {ia} € (0,1).

Justificativa da propriedade (2):
O Exemplo 4.2, mais adiante, ilustra o fato de uma sequéncia desse tipo nao ser necessaria-
mente mondétona.

Justificativa da propriedade (3):
Ora,
{jOé} = jOé - I_jaJ7 onde I_]OCJ = Za paraj € {1727 e 7N + 1}

Como « ¢é irracional e |ja] sdo ntmeros inteiros, tem-se ja — [ja| ¢ Q, e, portanto,
{ja} € Q, o que justifica a afirmacao (3).

Justificativa da propriedade (4):
Considere que

a = by, b1bobs - -+, com b0€Z+ebi€{0,1,2,-~- ,9},i21.

seja a expressao decimal infinita e ndo periddica do niimero irracional a.
Caso
{ia} = {ja}, para dois nimeros ¢ # j, i,5 € {1,2,--- , N + 1},

entdo, seguindo a notagdo anterior, podemos representar

1= Cp, @1a203 * -

e
Jja =dp,arazaz -,
com ¢, dy € ZT e a; € {0,1,2,---,9},4 > 1, o que implica em ja — i = ¢g — by e, portanto,
co—b
j—1

o que é um absurdo, pois a € Q. Portanto, o conjunto A é formado por elementos distintos, o
que prova a afirmacao (4).

. . e . . 1
Consideremos agora a seguinte unido disjunta de intervalos abertos de comprimento N

ER)o( 2RI () o

Como temos N intervalos e N + 1 elementos no conjunto A, pelo Principio da Casa dos
Pombos, pelo menos dois elementos do conjunto estdo em um mesmo desses intervalo abertos.
Logo, existem r,s € {1,2,--- , N + 1}, tais que

fra} = {sa}| < 5 <& = I(r = s)a+ (Lra — sa])| <=
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Podemos considerar sem perda de generalidade que |ra| > |sa| e dai a demonstragio se
encerra, bastando tomar n' = |ra] — [sa] >0em' =r —s.
O

A fim de entender melhor e visualizar o que ocorre na demonstragdo anterior, ilustraremos
a seguir exemplos do conjunto (8) e dos intervalos (9).

Exemplo 4.2. Veja os valores dos pontos da sequéncia (8), para o caso em que a = 2,

1
€= 0 e N = 11. Observe que a sequéncia ndao é monétona, conforme ilustrado na Figura 7.

Figura 7: Exemplo de uma sequéncia do tipo (8)

Ponto Valor aproximado
{2m} 0,28319
{an} 0,56637
{6} 0,84956
{8} 0,13274
{10m} 0,41593
{121} 0,69911
{141} 0,98230
{16m} 0,26548
{181} 0,54867

{201} 0,83185

{221} 0,11504

{24n} 0,39822

Fonte: Os autores

As Figuras 8 e 9 ilustram os intervalos (9) e os pontos do conjunto A para o caso acima.
Observe os subintervalos do intervalo [0, 1] que tém mais de um ponto do conjunto A e essa
animacao pode ser vista no link

https://www.geogebra.org/m/ezjdveec

Figura 8: Divisdo do intervalo [0, 1] Figura 9: Animacao com os pontos do
com N =11 conjunto A do exemplo 4.2
Bl Al ool = + [ R
[ i rovear | einicar | [ cicor s pausor ] reinicar §
s A
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Provemos agora que, para qualquer ntimero real x, existem ntmeros n, € Z* e my € Z
tais que o numero n, + mya esta tado proximo de x quanto queiramos. Nossa demonstragio
segue [2].


https://www.geogebra.org/m/ezj4veec
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Teorema 4.3 (Uma versao do Teorema da densidade de Kronecker). Dado a ¢ Q, o > 0, o
conjunto
K={n+ma:ncZ" mecZ} (10)

€ denso em R.
Demonstragao. Sejam z € R e ¢ > 0. A densidade decorre do fato de mostrarmos que existem

ne € ZT e m. € Z, tais que
|z — (ne + mea)| < e. (11)

Pelo Lema anterior, para o € > 0 dado, existem n’ € Z1 e m’ € Z, tais que |n’ + m’a| < e,
ou seja,

—e<n' +ma<e. (12)

Como a ¢ Q, temos n' + m'a # 0, e, diante das desigualdades (12) vamos fazer a
demonstragao dividindo-a em dois casos:

1° Caso: 0 <n' +m'a <e.
Primeiro, observe que, dado x € R, como « > 0, pela Propriedade Arquimediana, existe
r € N, tal que, ra > —x + ¢ e dai, x + ra > e > 0. Assim, x + ra > n’ +m/a, o que implica

T+ Tro
— > 1,
n +ma

e portanto,
K = {W)‘J c 7.

n' +m'a
Dali, e por (7), obtemos

O<M—k’<1:>0<:L“+7‘osz"n’fk"m’a<n'+m'o¢
n' +m'a

=>0<z—(Kn+ (K'm' —r)a) <e.

Chamando n. = k'n’ € Z* e m. = k'm’ — r € Z, o teorema segue.

2° Caso: —¢ < n/ +m'a <0.
Nesse caso, consideremos s € Z*, tal que x — sae < 0 e

v | x—sa 4
¥ = [ ia) €7

Ora, por (7), tem-se

T — s
0< ——k'<l=n+ma<z—sa—K'n —kE'ma<0
n' +ma
= —c<m +rnfa<z— (K'n'+ (s+ k'm)a).
O teorema segue, chamando
ne=~k'"n" €eZtem.=s+k"m €Z.

Em qualquer dos casos, vale a desigualdade (11).
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Exemplo 4.4. Nas Figuras 10 e 11, temos um print da tela do GeoGebra e no link abaixo, a
animacao dessas figuras:
https://www.geogebra.org/m/dqnfxjkg

Figura 11: Animacao de varios pontos da

Figura 10: Animacdo de alguns pontos da forma n + 27wm, ilustrando sua densidade
forma n + 2mm na reta rea
B8 Al @0 & N e BAA L OO N =
MR PontoPlotado: 7+ 27 -3 P PontoPlotado: 21+ 27 -5
Pontos tipon+27-m; n€ Nym € Z Pontos tipon+2m-m; n€Nym € Z
Estamos apenas considerando os pontos que ficam no intervlo [~20,20]. 1 < n < 52 Estamos apenas considerando os pontos que ficam no intervlo [20,20], 1< n < 52
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Exemplo 4.5. Observe agora uma animacao do Teorema 4.3 para o caso o = /2.
Nas Figuras 12 e 13 temos um print da tela do GeoGebra e no link abaixo, pode-se encontrar
uma animacao dessas figuras:

https://www.geogebra.org/m/pbquwtmv

Figura 13: Animacao de varios pontos da

Figura 12: Animagao de alguns pontos da forma n + m+/2, ilustrando sua densidade
forma n 4+ mv/2 na reta real
|3 it SO N EHadumooan -+
iz
(o] [ro]
Pontos: 29 +m\/2, m e Z
Fonte: Os autores Font reale: Os autores

5 Um resultado crucial sobre a sequéncia (1rad, 2rad, 3rad, .. .)

Seguindo [5], uma maneira informal de ver medidas angulares em radianos no circulo
trigonométrico C' é levar o ponto 0 € R no ponto (1,0) € C, encarar a reta real como uma linha
inflexivel de comprimento infinito, e enrolar essa linha em C, como um carretel, enrolando a
parte dos niimeros positivos no sentido antihorario e a parte dos niimeros negativos no sentido
horério. Dessa forma, a medida positiva (no sentido antihorario) em radianos dos arcos em C
é igual ao comprimento deles, e a medida negativa (no sentido horédrio) em radianos é igual ao


https://www.geogebra.org/m/dqnfxjkg
https://www.geogebra.org/m/pbquwtmv
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comprimento deles com sinal negativo. De maneira mais formal, como o comprimento de C' é
27, “enrolar a reta na circunferéncia trigonométrica” é definir a funcdo de Euler £ : R — C,
t — E(t), com E, periédica, de periodo 27 ( E(t) = E(t') se, e somente se, t = t' + 2k7, para
algum k € Z). Para mais detalhes sobre a fungdo de Euler, vide Elon [4] e [6].

Vejamos uma consequéncia dessa visao:

O teorema anterior assegurou que o conjunto K = {n+ma:n€Z*, meZ,a ¢ Q,a > 0}
¢é denso na reta real. Para o que queremos, vamos considerar o seguinte conjunto desse tipo:

Kox = {n+2mn:necZ" meZ}
Visto como pontos de R, esse conjunto se espalha em toda reta, ja olhando esse conjunto
como pontos em C, hd uma congruéncia em certos pontos, justamente aqueles em que

n -+ 2mm = n (pois, nestes pontos temos m voltas no ciclo C, no sentido horario ou antihorario,
dependendo do sinal de m). Esse fato resulta em

Kor € {1,2,3,---}, tudo em C, medidos em radianos.

Em R, dados z € R e k € N, pelo Teorema 4.3, existem ny € Z* e my, € Z, tais que
1
|z — (ng + 2mmy)| < 7

ou seja,

lim (ng + 27my) = x.
k—ro0

Uma vez que em C, tem-se ng = ni + 2mmy, esse resultado pode ser visto no circulo
trigonométrico como:

Dado z € (0, 27], existe uma subsequéncia (ny) C (n), tal que,

lim ng = .
k—o00

O resultado anterior diz bem mais sobre a sequéncia (1rad, 2rad, 3rad, . ..): nao s6 seus
pontos sdo distintos, como vimos na Se¢do 2, mais do que isso, seus pontos sdo densos em C'!

6 Uma demonstracao algébrica da densidade da sequéncia
(senn) no intervalo [—1, 1]

Encerramos o artigo demonstrando o teorema principal.
Teorema 6.1. Dado L € [—1,1], existe uma subsequéncia (senny) C (senn), tal que,

lim senng = L.
k—o0

Demonstragio. Dado L € [—1, 1], pela sobrejetividade da fungdo f(x) = senx, existe zg €
(0,27], tal que,
senxg = L.

Pelo resultado da tltima segao, para esse z, existe uma subsequéncia (ng) C (n), tal que

lim ng = xo.
k—o00 i o B
Dali, pela continuidade da funcao seno, resulta que

lim sen (ng) = sen (lim ng) =senzg = L,
k—o0 k—o0
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Solicitamos aos leitores a retornarem a Animagdo 2, agora com o objetivo de perceber
graficamente a densidade da sequéncia sen (n) no intervalo [—1, 1], cujos pontos estdo marcados
no eixo das ordenadas.
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