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Resumo— Modelos de inteligéncia artificial sdo cada vez mais comuns em varios aspectos do dia a dia. N&o sé nos casos mais
emblematicas, mas também para casos corriqueiros como em sistemas de recomendagdo em sites de compras. Nesse sentido, é muito
importante o entendimento de como esses modelos funcionam por parte dos desenvolvedores. Contudo, o uso massivo de bibliotecas para
utilizacdo desses modelos pode desfavorecer esse entendimento. Assim, esse trabalho traz a defini¢do e demonstragdo formal das fungdes
de ativag@o em modelos de aprendizado de maquina. Esse é um ponto fundamental para a introdug@o do assunto a novos desenvolvedores
e cientistas que trabalhardo na drea. A descri¢do formal se aplica as cldssicas fun¢des ReLU, Sigmdide, tangente hiperbdlica, softmax e
gradiente descendente. Além disso, também sdo discutidos o impacto dessas fungdes no modelo LeNet-5 aplicado a base de dados MNIST.

Palavras-chave—Inteligéncia Artificial, Matemdtica Aplicada, Fungdes de Ativacdo, ReLU, Sigméide, TanH, Softmax, Método do
gradiente

Abstract— Artificial intelligence models are increasingly common in many aspects of everyday life, not only in the most emblematic cases,
but also in everyday cases such as recommendation systems on shopping websites. In this sense, developers need to understand how these
models work. However, the massive use of libraries to use these models can hinder this understanding. Therefore, this work defines and
formally demonstrates activation functions in machine learning models. This is a fundamental point for introducing the subject to new
developers, and scientists, who will work in the area. The formal description applies to the classic ReLU, Sigmdide, hyperbolic tangent,
softmax and gradient descent functions. In addition, the impact of these functions on the LeNet-5 model applied to the MNIST database is
also discussed.
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o funcionamento de uma IA, com interesse em apoiar
pesquisadores iniciantes na drea.  Entre os conceitos
matematicos indispensdveis para a IA, destacam-se as
funcdes de ativacdo, fundamentais para a arquitetura das
redes neurais. Essas funcdes transformam a entrada linear
de cada neur6nio em uma saida ndo-linear, permitindo que
as redes aprendam padrdes complexos nos dados. Sem elas,
uma rede neural seria apenas um modelo linear, incapaz
de realizar tarefas mais elaboradas, como o reconhecimento
de fala, o processamento de imagens ou a interpretacdo de
linguagem natural [5]. Assim, o estudo das fung¢des € crucial
para tornar os sistemas mais eficientes e funcionais.

I. INTRODUCAO

om o avango da tecnologia nos campos da computagio
C e da matemadtica, o desenvolvimento da Inteligéncia
Artificial (IA) tornou-se mais eficiente e proximo da
realidade. A matemadtica, nesse contexto, configura-se como
abase que fundamenta a [A, fornecendo teorias e ferramentas
essenciais para o aprendizado das maquinas (ML ou Machine
Learning). De algoritmos complexos a modelos preditivos, a
matematica transforma grandes volumes de dados brutos em
informagdes compreensiveis, contribuindo para o progresso
em diversas areas [1, 2, 3, 4].
Esse artigo foca na base matemitica para compreender

Outro conceito relevante € a otimizagdo por gradientes,
que ajusta os parametros dos modelos de TA. Por meio do
célculo do gradiente (a derivada do erro de uma funcio
em relacdo aos pesos e vieses) € possivel minimizar o
erro e aprimorar o aprendizado do modelo. O método do
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gradiente descendente, por exemplo, permite encontrar o
minimo de uma funcdo de custo de forma iterativa, sendo
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essencial no treinamento de redes neurais [6]. Além disso,
a probabilidade desempenha um papel vital, possibilitando
que modelos lidem com incertezas e facam inferéncias sobre
dados varidveis. Redes bayesianas e processos gaussianos,
por exemplo, sdo amplamente utilizados em &dreas como
diagnésticos médicos e sistemas de recomendacdo [7].

Portanto, a matemadtica ndo apenas sustenta a Inteligéncia
Artificial, mas também potencializa seu impacto em diversas
dreas, como a medicina e a inddstria. Para garantir o
continuo avanco nessa drea, ¢ fundamental que instituicdes
de ensino ampliem os investimentos em disciplinas que
integrem matemdtica aplicada e computacgio.

II. EXPLICACAO GERAL SOBRE O FUNCIONA-
MENTO DE UMA TA

Segundo [1], o desenvolvimento de uma Inteligéncia
Artificial (IA) envolve diversas etapas cruciais. Inicialmente,
ocorre a coleta e preparagdo dos dados, etapa na qual os
dados sdo limpos, normalizados e organizados para serem
utilizados no treinamento do modelo. Durante o treinamento,
o modelo aplica fun¢des de ativagdo, que introduzem ndo
linearidade e permitem que ele se adapte a fun¢des mais
complexas, mas essas fungdes ndo processam os dados
diretamente, mas transformam os resultados intermediarios
gerados por uma combinagdo linear dos dados e dos pesos do
modelo. Em cada neurdnio, ap6s a multiplicacdo dos dados
de entrada pelos seus respectivos pesos e a adi¢do de um viés,
a funcio de ativagdo entra em acio.

Em seguida, o modelo faz previsdes com base nos dados
de entrada, e essas previsdes sdo comparadas aos resultados
esperados. A diferenga entre eles ¢ mensurada por meio
de uma funcgdo de perda, que calcula o erro. Esse erro é
entdo utilizado no processo de retropropagagdo, onde ele é
propagado para trds pelas camadas do modelo, ajustando os
pesos dos neurdnios para melhorar a precisdo. Esse ciclo
se repete até que o erro seja minimizado ou atinja um nivel
aceitdvel, otimizando o desempenho do sistema.

III. DEFINICAO E PROPRIEDADES DA
FUNCAO RELU

A funcdo de ativagdo da Unidade Linear Rectificada (ReLU),
amplamente conhecida e adotada em redes neurais profundas
e no contexto de aprendizado de madaquina [1] [5], foi
introduzida por [8]. Ela se destaca pela simplicidade e
eficdcia na modelagem da ativag¢do de neurdnios artificiais.

Para compreender o comportamento dessa fungdo, que
¢ constante em x = 0, até o ponto y = 0 onde os valores
aumentam,tem-se a Figura 1, feita a partir do modelo
proposto pelo estudo.

Matematicamente, a fun¢do ReLLU é definida como:

* Féormula: f(x) = max(0,x)
* Dominio: R (todos os nimeros reais)
* Imagem: [0,)

ReLU pode ser expresso de diferentes maneiras equiva-
lentes. Formalmente, temos:

LEAL, APOLINARIO AND ROCHA

Gréfico da Funcéo RelU

RelLU(x)

-4 -2 0 2 4
Valores de x

Figura 1: Funcdo ReLU testada com valores do MNIST.
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A funcdo atua como uma unidade linear para valores
de entrada positivos, enquanto zera os valores de entrada
negativos:

f(x) =x" = max(0,x)

x sex>0,
0 sex<O.

fx) =

a. Derivada da fung¢do RelLU:

1 sex>0,
0 sex<O.

flx) =

Observa-se que em x = 0, a derivada ndo existe, pois:

i Fath) (@)

lim
h—0~ h

fla+h)—f(a)
h—0+ h

Se a varidvel € positiva (x > 0):

Cox+x]  ox+x 20
JW=—" = =7 ="

E se a varidvel é negativa (x < 0):

=15
A funcgdo de ativacdo ReLU, devido a sua simplicidade
e capacidade de diminuir o problema do desaparecimento
do gradiente [1]. tornou-se uma escolha normal em redes
neurais simples. Este estudo destacou suas propriedades,
representacdo grafica e aplicacdo em contextos de apren-
dizado de maquina.

b. Aplicacdo de ReLU em redes neurais

2

A classificacdio de imagens é uma tarefa fundamental
no campo da visdo computacional, e o dataset MNIST,
composto por digitos manuscritos, consiste em imagens de
28x28 pixels em tons de cinza, divididas em conjuntos
de treinamento e teste. Neste estudo, foi implementada a
arquitetura LeNet-5, uma rede neural convolucional cléssica,
para realizar a classificacdo dos digitos do MNIST [9]. O
objetivo principal foi comparar o desempenho do modelo
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ao utilizar diferentes fungdes de ativacdo, analisando sua
influéncia na precisdao e na capacidade de generalizacido do
modelo.

A arquitetura LeNet-5 foi escolhida por sua simplicidade
em tarefas de classificacdo de imagens. Ela é composta
por camadas convolucionais, seguidas por camadas de
pooling para reducdo de dimensionalidade, e finalizada com
camadas totalmente conectadas. A sua ultima camada
utiliza a fungdo Softmax, que é ideal para problemas de
classificacdo multiclasse, pois produz uma distribuicdo de
probabilidade sobre as classes. Para investigar o impacto
das funcdes de ativacdo, foram testadas trés opcdes: ReLU,
Sigmoéide e TanH. Cada uma dessas funcOes de ativacdo
tem caracteristicas distintas, influenciando a capacidade do
modelo de aprender padrdes complexos nos dados.

O treinamento foi realizado por 10 epochs (uma passagem
completa pelo conjunto de dados de treinamento), com um
batch size (nimero de amostras que sdo processadas pelo
modelo antes que os pesos da rede sejam atualizados) 128.
Durante o treinamento, o modelo foi avaliado no conjunto
de validag@do, permitindo monitorar seu desempenho e evitar
overfitting (ajuste excessivo a um conjunto de dados ao
ponto de ndo generalizar para novos dados). Apds o
treinamento, o modelo foi avaliado no conjunto de teste de
dados, onde foram calculadas a perda e a precisao.

A funcdo de ativacio ReLU (Rectified Linear Unit)
destacou-se como a mais eficiente na classificacdo dos
digitos do dataset MNIST utilizando a arquitetura LeNet-
5. Durante o treinamento, a ReLU proporcionou uma
convergéncia rapida e estavel, alcangando uma precisio final
de 97,76% por cento no conjunto de teste, com uma perda de
0,0706. A caracteristica principal da ReLU € sua capacidade
de ativar apenas valores positivos, 0 que evita o problema
de gradientes desaparecendo, comum em outras fungdes
de ativacdo. Isso permitiu ao modelo capturar padrdes
complexos nos dados de forma eficaz, resultando em uma
generalizacdo robusta.

Além disso, para uma andlise mais detalhada, foram
geradas matrizes de confusao 2,4 e 6.

Na Figura 2 tem-se a matriz referente a fungdo ReLU:

Matriz de Confusao - RelLU
4

1000

800

- 600

- 400

Classes verdadeiras

-200

lasses previstas

Figura 2: Matriz de confusao testada com valores do MNIST.
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IV. DEFINICAO E PROPRIEDADES DA FUNCAO
SIGMOIDE

A funcdo de ativagdo Sigméide € comumente usada em
redes neurais devido as suas propriedades de suavizacdo
e transformagdo ndo linear [1, 5]. Essa funcdo mapeia a
entrada em um intervalo entre 0 e 1, o que € util para
a modelagem de probabilidades [7, 10]. Além disso, a
Sigmdide facilita a interpretagc@o dos resultados em tarefas de
classificacdo bindria, onde as saidas podem ser interpretadas
como probabilidades de pertencer a uma determinada classe
[2,6].

Da mesma forma que a fun¢do ReLU, para compreender
o comportamento dessa funcdo, a Figura 3 foi criada
utilizando-se da inteligéncia artificial proposta pelo artigo.

Gréfico da Fungao Sigmdéide
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Figura 3: Como a fun¢@o Sigméide testada com valores do
MNIST.

A expressdo matemdtica para a fungdo Sigméide € dada
por:
2 . _ 1
* Férmula: f(x) = =
* Dominio: R

 Imagem: (0,1)

a. Derivada da fungdo Sigmoide

Considerando a fungdo Sigméide f(x) = H%’ a sua

derivada em relacdo a x, é da seguinte forma:

0.(14+e ™) —1.(1+e%)  —(e*.(=1))
!/
= 1
£ (14 e—x)2 (14 e—)2 M
Segue dai que:
/ e

= 2
10 = e @

Finalmente, expressamos a derivada em termos da prépria
fungdo Sigmoide:

f1x) =f(x)- (1= f(x)) 3)

b. Aplicacdo de Sigmoide em redes neurais

A funcdo de ativag@o Sigmdide destacou-se como a menos
eficiente na classificacio dos digitos do dataset MNIST
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utilizando a arquitetura LeNet-5. Durante o treinamento, ela
alcan¢ou uma precisdo final de 96,60% no conjunto de teste,
com uma perda de 0.1131. Foi gerada a matriz de confusio
para ela na Figura 4, que permite visualizar a distribui¢do dos
erros de classificacdo entre as diferentes classes.

Matriz de Confusdo - Sigméide
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Figura 4: Matriz de confusdo testada com valores do MNIST.

V. DEFINICAO E PROPRIEDADES DA FUNCAO
TANH

A funcdo tangente hiperbdlica (tanh) é uma funcdo de
ativacdo comum em redes neurais, definida matematicamente
por:

sinh(x)

* Férmula: f(x) = tanh(x) = cosh(x)

e Dominio: R
* Imagem: (—1,1)

Esta fung@o mapeia os valores de entrada para o intervalo
entre -1 e 1, o que é bom para a modelagem de caracteristicas
ndo lineares em modelos de aprendizado de maquina [1], [5].

Da mesma forma das outras funcdes, para compreender
o comportamento dessa funcdo, a Figura 5 foi criada
utilizando-se da inteligéncia artificial proposta pelo artigo.

Gréfico da Fungéo TanH
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Figura 5: Como a fun¢@o Tahn testada com valores do MNIST.

a. Derivada da fun¢do TanH

A derivada, usando a regra da divisdo do quociente, pode ser
expandida como:
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ro (e (e —e ) —(ef —e V) (" Fe )
f<x> - (€x+€_x)2 (1)

/ (+e ) (ef+e ™) —(e"—e ™ )(e"—e ™)

(ex + efx)Z (2)

, 7 (ex+e—x)2_(ex_e—x)2
f ()C) - (ex_’_e,x)z

3)

E portanto, obtemos que:

/ (¢ +e ™) —(ef —e)?

fx)= (e Fe ) =1—tanh*(x) (4

E assim a derivada de tanh(x) em relag@o a x é crucial para
o processo de retropropagacao em redes neurais e € dada por:

f'(x) = 1 —tanh?(x) (5)

b. Aplicacdo da funcdo TanH em redes neurais

A funcdo de ativagdo TanH ficou entre as duas anteriores
em termos de eficiéncia na classificacdo dos digitos do
dataset MNIST utilizando a arquitetura LeNet-5. Durante
o treinamento, ela alcangou uma precisio final de 98,54%
no conjunto de teste, com uma perda de 0.0501. Foi gerada
a matriz de confusdo para ela na Figura 6, que permite
visualizar a distribuicdo dos erros de classificacdo entre as
diferentes classes:

Matriz de Confusao - TanH
1
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Classes verdadeiras
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Figura 6: Funcdo Tahn testada com valores do MNIST.

VI. DEFINICAO E PROPRIEDADES DA FUNCAO
SOFTMAX

z

A funcdo Softmax também € utilizada para interpretar os
resultados como probabilidades,mas nao € convencional-
mente uma funcdo de ativagdo, pois € mais utilizada para
normalizar as saidas dos neurdnios. Isto € especialmente util
em problemas de classificagdo onde precisamos determinar
a probabilidade de uma instancia pertencer a uma das
vdrias classes possiveis, ao contrario da funcdo Sigmdide
[1, 7. A funcdo Softmax transforma as pontuacdes

(também conhecidas como logits) produzidas pelos modelos
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de aprendizado de mdquina em probabilidades que somam
1, facilitando a interpretacdo dos resultados [1], [5]. Essa
propriedade € fundamental para tarefas como classificagio
multiclasse, onde cada classe é mutuamente exclusiva,
permitindo que o modelo selecione a classe mais provével
para uma dada entrada [7].

Da mesma forma que a fun¢do anterior, para melhor
compreender o comportamento dessa fungao, utilizando os
dados do modelo testado, foi feita a Figura 7:

Grafico da Fungao Softmax
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Figura 7: Func¢io Softmax testada com valores do MNIST.

a. Conceito matemdtico da funcdo SoftMax

A fungfo Softmax é uma funcdo matematica que transforma
um vetor de nimeros reais em um vetor de probabilidades,
onde a soma total ¢ 1. Ela ¢é utilizada em modelos
de classificacdo multiclasse em aprendizado de madquina,
especialmente em redes neurais.

Definicao Formal:

Dado um vetor de entrada z = (z1,22,...,2¢) € RX, a
funcdo Softmax é definida para cada componente z; como:

esi

K
e%i
=1

Softmax(z;) =

J
onde:

* ¢ é denominado nimero de Euler.
* K é o nimero de classes ou categorias.

Dominio e Contradominio:

« Dominio: RX, o espaco de todos os vetores reais de
dimensao K.

* Contradominio: Vetores p = (pi,p2,...,pk) tais que
K
c(O)ey p=1
i=1
Propriedades Importantes:
1. Normalizagao:
K
ZSoftmax(zi) =1
i=1
Isso significa que a saida da fun¢do Softmax forma uma

distribuicdo de probabilidade sobre as classes.
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2. Positividade:

Softmax(z;) >0 paratodoz; € R

3. Monotonicidade Relativa:
A ordem relativa das entradas é preservada nas saidas.
Se z; > z, entdo Softmax(z;) > Softmax(z;).

b. Derivados da funcdo SoftMax

Vamos considerar duas derivadas principais da funcdo
softmax: a derivada em relacdo ao mesmo elemento (i = j) e
a derivada em relagdo a outro elemento (i # j).

¢. Derivada em relacdo ao mesmo elemento (i = j)

Queremos calcular a derivada da fun¢do softmax em relagao
a z;.

d d i
a—Zi(softmaX(Zi)) = (W‘) (1)

Aplicamos a regra do quociente, onde:
 fla) =
* g(z) = Lie*

As derivadas sdo:

* f@) =

Q) = (B = e
dz;

Aplicando a regra do quociente:

J (f(&')) _ (@) -8(@) — flai) -8 (z) @)

dz; \ &(zi) g(z)]?
3)
eZi . (Zk eZk) — eZi . ezi
= “)
(Liew)?
&)
e (L e —e)
== -/ (6)
(Lee)’
Reconhecendo que:
et
softmax (z;) = T (7)
Portanto:
9 (softmax(z)) = softmax(z)- (=) (8)
7z softmax(z;)) = softmax(z;) - Yoo

= softmax(z;) - (1 —softmax(z;))  (9)
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d. Derivada em relacdo a um outro elemento (i # j)

Agora, calculamos a derivada de softmax(z;) em relagdo a Zj»
onde i # j:

0 0 e
sz (softmax(z;)) = sz (Zké’z") ()

Aplicando novamente a regra do quociente. Neste caso:
* f(zj) = €% (ndo depende de z;, logo f'(z;) = 0)

* g(zj) = Lye™

0 .
* ¢(z) = 871 (Xpe*) = e

Aplicando a regra:

9 (fz)\ _ fz) 8(z) — flz)) &' (z))
= ] )
dz; \ g(z) lg(z))]
0-(Yre%*)—efi-eti
(Xre)
eZi . ezj
e 4)
(Xrew)
Novamente, reconhecendo as expressdes de softmax:
esi
softmax(z;) = oo
e
softmax(z;) = e
Portanto:
3 (softmax(z;)) = —softmax(z;) - softmax(z;)  (5)
zj

e. Exemplo prdtico
Sejaz = (2,1,0) um vetor do R3

1. Subtraimos o méximo (2) de cada componente para
estabilidade:

Imx =2 = 7 =(0,—1,-2) (1)
2. Calculamos as exponenciais:

=1 e '~03679 ¢ ?~0,1353 )
3. Calculamos a soma:

S=1+0,3679+0,1353 ~ 1,5032 3)

4. Calculamos as probabilidades:

Softmax(z;) = 5032~ 0,6652 “)
0,3679

Softmax(z;) = 175032 ~ 0,2447 5)
0,1353

Softmax(z3) = 1’5032 ~ 0,0900 (6)

As probabilidades resultantes indicam a propensao de cada
classe.
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VII. FUNCAO DE CUSTO QUADRATICA (ERRO
QUADRATICO MEDIO)

Em Inteligéncia Artificial, especialmente em aprendizado de
maquina e aprendizado profundo, a fungao de custo (também
conhecida como fungédo de perda ou fungdo objetivo) é uma
medida que quantifica a diferenca entre as previsdes do
modelo e os valores reais esperados(Goodfellow et al., 2016;
Bishop, 2006). Ela serve como um guia para o processo de
treinamento do modelo, indicando o quao bem o modelo esté
performando e como ele pode ser melhorado. O objetivo para
melhorar a predicdo do modelo é minimizar essa fungdo de
custo, uma vez que ao fazer isso, a diferenca entre o valor
previsto pela IA e o valor real se torna minima.

Existem vdrias fungdes de custo, esse artigo abordard a
quadratica:

1
2m

1

(predigdo; — valor real;)?

(ngE

J(8) =

1

onde:

e m: € o nimero de exemplos.

* predicdo;:
exemplo.

€ a previsdo do modelo para o i-ésimo

* valor real;: € o valor verdadeiro do i-ésimo exemplo.

Com variaveis:

i=1
onde hg(x) é a fungdo do modelo, x\) sdo as entradas de
treinamento e y() sdo as saidas.

Ao calcular a diferenca entre o valor real e o previsto
(he (x@) — y@), obtemos o erro para cada exemplo. Elevando
esse erro ao quadrado, garantimos que todos os valores sejam
positivos, 0 que evita que erros negativos e positivos se
cancelem ao somar. Além disso, o erro ao quadrado penaliza
erros maiores de forma mais significativa, incentivando o
modelo a minimizar grandes discrepancias.[1].

O coeficiente % ¢ incluido por conveniéncia matemdtica.
Ao derivar a fung¢do de custo durante o processo de
otimizac¢do (por exemplo, usando gradiente descendente),
o expoente 2 do termo quadritico cancela com o %,
simplificando os cdlculos das derivadas.

Dividindo a soma total pelo nimero de exemplos n, obte-
mos a média dos erros quadréticos. Isso normaliza o custo,
permitindo comparacdes consistentes, independentemente
do tamanho do conjunto de dados.

J(6)

VIII. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

O método dos minimos quadrados é uma técnica estatistica
utilizada para encontrar a melhor aproximacgao linear entre
um conjunto de dados observados (Montgomery et al., 2012).
Por exemplo, pode ser utilizado para minimizar a diferenga
entre os valores previstos pelo modelo e os valores reais
observados, ou seja, o erro do modelo (Draper & Smith,
1998). No caso da IA, o objetivo da utilizacdo do método
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dos minimos quadrados seria minimizar a func¢do de custo
discutida anteriormente.
a. Definicdo

Dado um conjunto de n pontos (x;,y), i = 1,2,3,...,n,
queremos encontrar oS pardmetros a e b para a reta r(x) =
a+ bx de tal forma que minimize a soma das distdncias
verticais (d) ao quadrado entre cada ponto y; e a reta ajustada.
Essa soma das distancias ao quadrado € representada por:

Miab)= Y ld] m

Que pode ser substituido por:

[vi — (a—|—bxk)]2 2)

-

Il
-

M(a,b) =

1

onde [y; — (a+ bx;)]* representa a distancia ao quadrado entre
o valor observado y; e o valor estimado r(x;) na reta.
b. Expansdo da funcdo objetivo

Substituimos d; por y; —
dada por:

(a+bx;). Assim, a fun¢do M(a,b) é

(yi—a—bx;)* 3)

™=

M(a,b) =

i=1

c. Derivagdo para encontrar o ponto critico

Para minimizar M(a,b), precisamos encontrar os valores de
a e b que tornam M (a,b) minimo. Segundo o método, isso é
feito tomando as derivadas parciais de M(a,b) em relagéo a
a e b e igualando a zero.

Derivada em Relacdo a a

i i —a—bx;) @

Igualando a zero para minimizar:

(yi—a—bx;)) =0 5)

=

i=1

Derivada em Relagcdo a b

—=-2 Zx, —a—bx;) (6)
Igualando a zero para minimizar:
n
Zx,-(y,-—a—bx,-) =0 @)

Essas duas equagdes formam um sistema de equagdes
lineares nos pardmetros a e b. Podemos resolver esse sistema
para encontrar os valores de a e b que minimizam M (a,b).

A minimizagéo se dd ao derivar S(a,b) em relagdo aa e b
utilizando a regra da cadeia e, entdo, igualar a zero:
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oS 9§ ox
%Za;z ®
a_zi; —a—bx;)-(—1) )
dS "
%:_Zg(}’i—a—bxi)zo (10)
—*fZle —a—bx;)=0 (11)

Distribuindo e dividindo a primeira expressdo por 2n
temos:

n n n
-2y yi+2Y a+2) bx;=0 (12)

i=1 i=1 i=1

=20y 2¥rqa 2¥1 bx; O

= = = = — 13
2n + 2n + 2n 2n (13)
_Zi=1)’z+ +b2’ 1 Xi —0 (14)

n n
—y+a+bx=0 (15)
y—bx=a (16)

onde y € a média amostral de y e ¥ é a média amostral de x.
Substituindo esse resultado na segunda expressio, temos:

—Zixi(y,—y+bx—bxi) =0 a7)
il[xz( Vi — ) +xib(¥—x;)] = 0 (18)
ix( +b2x, F—x)=0 (19)
I T BN

?:] xi(xi _X)

Existe uma férmula diferente que gera o mesmo resultado:

Lisy (i = %) (yi — 3)

b—
i (x —%)?

21

IX. GRADIENTE DESCENDENTE

Sobre 0 método do gradiente descendente, € uma técnica de
otimizacdo utilizada em aprendizado de méquina e estatistica
para minimizar fungdes (Goodfellow et al., 2016; Bishop,
2006). A ideia € ir na direcdo inversa da apontada pelo
gradiente, uma vez que essa aponta para o maximo da funcio
(Haykin, 2009). Vamos detalhar esse método em termos
matematicos, que foi o tema inicial do estudo. Ser4 ilustrado
o método, e colocado um exemplo.

a. Inicializacdo

Comece com valores iniciais para os parimetros 6 =
[61,6,...,6,].
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b. Fungdo de custo

Utilizando a fung¢@o de custo:

1

(he(x@) —y(i))z

onde hg(x) é a fungdo do modelo, x\) sdo as entradas de
treinamento e y(*) sdo as saidas.
c. Cdlculo do gradiente

O gradiente da funcdo de custo em relagc@o aos pardmetros 0
€ um vetor de derivadas parciais:

aJ(6) 3J(6) aJ(0)
A% = 1
16) = | g e e m
Cada componente do gradiente é calculado como:
aJ (6) 1 & ; '
N () OAO) 2
56, m;(e( )=y ) @)
d. Atualizagd@o dos parametros
Atualize os pardmetros na dire¢do oposta ao gradiente:
aJ(0)
Gj ::6j—oc aej 3)

onde « ¢ a taxa de aprendizado.

e. Repeticdo

Repita os passos 2 e 3 até que a funcao de custo convirja, ou
seja, até que as mudangas nos valores de 0 sejam menores
que um determinado limiar.

X. EXEMPLO DE GRADIENTE DESCENDENTE

Para ilustrar o método do gradiente descendente, vamos
aplicar os conceitos apresentados a um exemplo pratico de
regressdo linear simples. Suponha que desejamos ajustar
uma reta a um conjunto de dados para prever valores futuros.

a. Dados de exemplo

Considere o seguinte conjunto de dados:

(D

AW ==
oI N N ST ]

Nosso objetivo é encontrar os pardmetros 8y e 0; da reta
hg(x) = 6y + 6;x que melhor se ajustam aos dados.

b. Inicializacdo

Inicializamos os pardmetros com valores arbitrarios:

6p=0, 6=0 2
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¢. Uso da fungdo de custo

Utilizamos a fun¢@o de custo de minimos quadrados:

— Z (ho () )’ 3)

J(60,61)
d. Cdlculo do gradiente

Calculamos as derivadas parciais da fung@o de custo em
relacdo a Gy e 0;:

56 = m & (o) =) )

% _ ii ((he(x<">)—y<f>)x<">) (5)

e. Atualizacdo dos pardmetros

Atualizamos os parametros na direcdo oposta ao gradiente:

aJ

6y :=6p— (XTGO (6)
aJ

0, =0, — 067861 7

Escolhemos uma taxa de aprendizado o = 0,01.

[ Iteracdes do gradiente descendente

Realizaremos trés iteracdes para observar o ajuste dos
parametros.

Iteracdo 1

Passo 1: Calculamos as previsdes iniciais:

ho(x®) = 6y + 01x') =0 (8)

Passo 2: Calculamos os erros:

i | he(x") | Erro = he(x) —y

1 0 -2

21 o 4 ©)
3 0 —6

4 0 -8

Passo 3: Calculamos as derivadas:

aJ 1
aJ 1
36 = 1 (DM H Q)+ (-6)3) + (-8)4) = -1

(1)

Passo 4: Atualizamos os parametros:

80 =0—0,01 x (—5) = 0,05 (12)

0, =0—0,01 x (—15) = 0,15 (13)
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1. Iteracdo 2

Passo 1: Novas previsoes:

he(x')) = 0,05 +0,15x) (14)
Passo 2: Calculamos os erros:
i ‘ he (x\) ‘ Erro
1 0,20 —1,80
2 0,35 —3,65 (15)
3 0,50 -5,50
4 0,65 —-7,35
Passo 3: Calculamos as derivadas:
oJ 1
— =-(—1,80— — -7 1
960 4 (—1,80—3,65—5,50—"7,35) (16)
oJ 1
— = —-(—18,30 17
oJ
— =—-4575 18
260 ) (18)
oJ 1
1
(19)
aJ 1
— =-(—-1,80—-7,30—-16,50 — 29,40 20
861 4 ( b} Y ) 97 ) ( )
oJ 1
a—el =7 (—55,00) 21
oJ
— =—13,75 22
76, ; (22)
Passo 4: Atualizamos os pardmetros:
6y = 0,05 —0,01 x (—4,575) = 0,09575 (23)
6, =0,15—-0,01 x (—13,75) = 0,2875 24)
2. Iteracdo 3
Passo 1: Novas previsoes:
he(x')) = 0,09575 +0,2875x") (25)
Passo 2: Calculamos os erros:
i ‘ hg (x\) ‘ Erro
1] 0,38325 | —1,61675
21 0,67075 | —3,32925 (26)
31 0,95825 | —5,04175
4 | 1,24575 | —6,75425

Passo 3: Calculamos as derivadas:

aJ 1

—— = —(—1,61675—3,32925 — 5,04175 — 6,75425)
a6, 4
@27
= —4,1855 (28)
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aJ 1
— =—((-1,61 1 —3,32925)(2 2
56 = 3(CLOI67)(D+(-332925)(2)  (29)
+(—5,04175)(3) + (—6,75425)(4)) (30)
= —12,604375 (31)
Passo 4: Atualizamos os pardmetros:
6y = 0,09575 — 0,01 x (—4,1855) = 0,137605 (32)

61 =0,2875—0,01 x (—12,604375) = 0,41354375 (33)

g. Convergéncia

Continuando esse processo por vdrias iteragdes, os paramet-
ros 6y e 6 convergirdo para os valores que minimizam a
funcdo de custo. No nosso exemplo, como os dados seguem
uma relacdo linear perfeita y = 2x, os valores ideais sdo
6h=0e 6 =2.

h. Visualiza¢do

Utilizando duas classes de digitos selecionadas do conjunto
de dados MNIST (neste caso, os numeros 2 e 7, a titulo
de exemplo), foi gerado um grafico que apresenta uma
superficie tridimensional, e ele representa a fung¢do de custo
em relacdo aos dois primeiros pardmetros do modelo de
regressao logistica.

A superficie exibe a variacdo da funcdo de custo
conforme os valores dos parametros (Theta O e Theta 1)
mudam, permitindo uma anélise visual do comportamento da
otimizagdo. A colorag@o no gréfico, obtida a partir do mapa
de cores viridis, destaca as regides de maior e menor custo,
onde dreas mais elevadas indicam valores de erro maiores,
enquanto dreas mais baixas representam regides de menor
erro.

Além disso, um ponto vermelho destacado no grifico
representa o minimo encontrado pela descida do gradiente,
evidenciando a convergéncia do algoritmo para a melhor
solugdo dentro do espago de pardmetros. Esse ponto
¢ acompanhado por um contorno preto que enfatiza sua
posicdo na superficie. Dessa forma, o grafico auxilia na
compreensdo do processo de ajuste dos pesos do modelo,
demonstrando como a otimiza¢do ocorre para minimizar
a funcdo de custo e melhorar a capacidade preditiva da
regressao logfstica.

XI. CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo evidenciou, de maneira detalhada, o papel central
da matematica no desenvolvimento da Inteligéncia Artificial
(TA), ressaltando conceitos fundamentais como fungdes de
ativacdo, o método do gradiente descendente e 0os minimos
quadrados. A andlise destacou que fungdes de ativacio,
como ReLU, Sigméide, TanH e Softmax, sdo determinantes
para a introducdo de ndo-linearidades nas redes neurais.
Essa caracteristica permite que essas estruturas matemati-
cas reconhecam padrdes complexos e oferecam solugdes
sofisticadas para uma ampla variedade de problemas. Este
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Funcao de Custo para os niumeros 2 e 7 do MNIST
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Figura 8: Plano do ajuste dos dados utilizando gradiente
descendente

estudo evidenciou, de maneira detalhada, o papel central
da matematica no desenvolvimento da Inteligéncia Artificial
(TA), ressaltando conceitos fundamentais como funcdes
de ativacdo, o método do gradiente descendente e os
minimos quadrados. A andlise destacou que fungdes
de ativagdo, como ReLU, Sigméide, TanH e Softmax,
sdo determinantes para a introdu¢do de nao-linearidades
nas redes neurais. Essa caracteristica permite que essas
estruturas matemadticas reconhecam padrdes complexos e
oferecam solugdes sofisticadas para uma ampla variedade de
problemas. A otimizacdo baseada em gradientes também foi
enfatizada como uma das principais técnicas de treinamento
de redes neurais, demonstrando como o célculo do gradiente
da funcdo de custo viabiliza ajustes iterativos precisos nos
pesos e vieses dos modelos. Esse processo minimiza o erro,
acelera a convergéncia e melhora o desempenho geral dos
algoritmos. Além disso, o estudo destacou a importancia
do método dos minimos quadrados, ferramenta estatistica
em modelos preditivos que requerem alta precisdo. Embora
esses conceitos matematicos sejam cruciais para o avango da
1A, s@o raros os artigos que exploram profundamente essa
base tedrica, frequentemente focando apenas nos resultados
praticos ou técnicos. No entanto, estudar mais a fundo
essa base matemdtica oferece vantagens significativas, pois
permite a criagdo de modelos mais robustos, eficientes e
inovadores. Assim, ficou evidente que a matemdtica nio
apenas melhora o desempenho dos algoritmos, mas também
expande o potencial de criagdo de solugdes tecnoldgicas. Por
fim, o estudo refor¢a que o progresso continuo da IA depende
de uma sdlida compreensdo matematica e de esforgos
interdisciplinares. Ao aprofundar o conhecimento nessa drea,
é possivel ndo apenas elevar o desempenho técnico das redes
neurais, mas também maximizar o impacto transformador
dessas tecnologias na sociedade contemporanea.
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