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Resumo—O ensino da matematica moderna, cada vez mais, se pauta nas diversas formas de transmitir os conteidos matematicos, de
maneira que esteja mais proximo do pensamento l6gico do individuo, diminuindo a abstragdo da disciplina com aplicacfes préaticas e
cotidianas que envolvem os diferentes temas abordados desde o ensino basico até o ensino superior. A Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) do ensino médio no Brasil j& introduziu na estrutura curricular da disciplina contetdos que remetem a aplicacdo direta de conceitos
matematicos vistos apenas como abstratos, hoje como ferramentas de programacéo e de algoritmos para resolucdo de problemas. O presente
artigo visa apresentar o estudo de conceitos basicos de calculo diferencial no ensino médio como mais uma op¢do para auxiliar na fixagdo
e aplicagdo de temas relacionados a matematica e suas areas afins.

Palavras-chaves—Caélculo Diferencial e Integral, Célculo de areas, Aplicacéo no Ensino Médio.

Abstract—The teaching of modern mathematics, increasingly, is based on different ways of transmitting mathematical content, in a way
that is closer to the individual's logical thinking, reducing the abstraction of the discipline with practical and everyday applications that
involve the different themes covered since basic education to higher education. The National Common Curricular Base (BNCC) for high
school in Brazil has already introduced content into the subject's curricular structure that refers to the direct application of mathematical
concepts seen only as abstract, today as programming tools and algorithms for problem solving. This article aims to present the study of
basic concepts of differential calculus in high school as another option to assist in the establishment and application of topics related to

mathematics and its related areas.
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I. INTRODUCAO

entre as varias competéncias da Base Nacional

Curricular Comum (BNCC) [1] para a matemaética,

destaca-se a de utilizar estratégias, conceitos e
procedimentos matematicos, em seus campos: aritmética,
algebra, grandezas e medidas, geometria, probabilidade e
estatistica, para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solugdes
propostas, de modo a construir argumentagéo consistente

Os diversos conteldos abordados no ensino da
matematica, nos anos finais da educacéo basica possuem sua
correta interpretagdo advinda de alguns conceitos do célculo
diferencial. O conceito de integral definida para o célculo de
areas sob curvas, os limites de fun¢es que resultam em
sequéncias convergentes como é 0 caso das progressdes
geomeétricas, a derivada no célculo de maximos e minimos
de funcdes, para esbocar graficos, descobrir concavidades de
curvas, taxas de variacdes, otimizacdo de funcdes e outras
inimeras aplicaces.

O conhecimento de conceitos basicos de limites, derivadas
e integrais podem proporcionar aos alunos desse segmento
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uma possibilidade a mais para solucionar problemas,
entender algumas demonstracBes de formulas e também
resolver exercicios de forma mais dindmica entendendo as
diversas formas que a matematica pode se apresentar no
Nnosso cotidiano.

O presente artigo objetiva ressaltar a importancia do
estudo de alguns conceitos basicos de limites, derivadas e
integrais nos anos finais do ensino basico como uma
ferramenta a mais para o publico desse segmento a fim de
possibilitar o primeiro contato com esses conteddos que
podem auxilid-los na resolucdo de exercicios, na fixacdo da
teoria e também possibilitar um melhor desempenho no
estudo dessas disciplinas no ensino superior nos cursos de
engenharia e areas afins.

I1. NOCOES BASICAS DE CALCULO DIFERENCIAL

Iniciamos essa se¢do com um resumo dos principais topicos
do célculo diferencial através de conceitos intuitivos de
limites, derivadas e integrais que surgem em diversas
situacdes de conteldos aplicados ao ensino médio.

A abordagem desses temas sera apresentada de uma
forma intuitiva, a partir da explicacdo de alguns exemplos
envolvendo sequéncias numéricas, ou 0 comportamento de
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algumas funcbes, que depois de apresentadas, podem ser
formalizadas através do uso de uma linguagem matematica
mais rigorosa e precisa.

a. Nogdes de limites

Segue abaixo exemplos em que pode-se evidenciar as
nocoes basicas de limites de sequéncias numéricas e funcoes.
Exemplo 01: Observe as seguintes sucessdes numeéricas:

(1) 2,4,6,8,10...
(2) 1, 1/10,1/100,1/1000...
(3) -1,-3,-5,-7...

Na sucessdo (1), temos a sequéncia de nimeros pares
positivos, a qual podemos descrevé-la utilizando a seguinte
lei de formacao:

a, =2n,n €N

Portanto, quanto maior for o valor de n, os termos da
sequéncia, a,, cresce indefinidamente. Simbolicamente,
escreve-se:

n-4owo = qa, >+

Na sucessdo (2), a lei de formacdo que descreve cada
termo da sequéncia é dada por:

1
a, = 10_"' neN
Nesse caso, quanto maior for o valor de n, 0 denominador
das fracBes que representam os termos da sequéncia a,,

cresce indefinidamente,

e, portanto, os termos da sequéncia
indefinidamente. Simbolicamente, escreve-se:

a, =0
Na sucessdo (3), temos a sequéncia de nimeros impares
negativos, cuja lei de formacao é expressa por:
a,=-2n—1,neN
E quanto maior for o valor do nimero n, os termos da

sequéncia diminuem indefinidamente, de forma que,
simbolicamente, temos:

n-— 4w =

diminuem

n — +ow =

an - —0

Exemplo 02: Considere a funcéo linear

f(x) =2x—4. Vamos estudar o comportamento desta
funcdo, quando os valores de x se aproximam do valor 2.
Para isto atribuimos alguns valores para x, e calculamos o
respectivo valor da imagem £ (x), a partir da lei de formagéo
dada. Construimos as tabelas (a) e (b) que estdo na Figura 1.

(a) (b)

X f=) x f(x)
1.91 -0.18 2,09 018
1.93 -0.14 207 0.14
1.95 - 01 2.05 0.1
1.97 - 0.06 2.03 0.06
1.99 -0.,02 2.01 002

Figura 1: (a) Valores de x menores que 2; (b) Valores de x maiores que 2.

Na Figura 1 temos a tabela (a) que representa os valores
de x se aproximando de 2 por valores menores que 2, neste
caso dizemos que x se aproxima de 2 pela esquerda. De
forma anéloga temos que na tabela (b) x se aproxima de 2

TAVEIRA NETO E APOLINARIO

por valores maiores que 2 e nesse caso dizemos que x se
aproxima de 2 pela direita.

Note que quanto mais os valores de x se aproximam de
2, seja pela esquerda ou pela direita, as imagens da funcéo
f(x) se aproximam de zero. Esta € a nogdo intuitiva de
limites, e simbolicamente denota-se por: fci_T)Yzlf(x) =0.

Graficamente, pode-se visualizar na Figura 2, o
comportamento da funcdo f(x) quando x se aproxima de 2,
seja pela esquerda, representado no grafico na cor vermelha,
ou pela direita, representado no grafico na cor azul, observa-
se que f(x) se aproxima de zero.

(x)

i

1(x)

Figura 2: Gréfico da funcéo f(x) = 2x — 4.

b. Nocdes de derivadas

Um dos conceitos mais utilizados no calculo diferencial é o
conceito de derivada de uma fungdo. Segundo Lima [3]
(2004), a derivada da funcdo y = f(x), em x,, representa a
inclinacdo da reta t, tangente ao gréafico da fungdo no ponto

Py (%0, f(x0)) (Figura 3).

f(xg+AX)

Figura 3: A derivada da fungdo y = f(x), em x,.

A partir da (Figura 3) pode-se formalizar o conceito de
derivada. Segue que, fixado um valor x,, tem-se 0 ponto
Py(xg, f(x0)), seja Ax #0 (um acréscimo) dado a x,
resultando na abscissa x, + 4x, a qual indicaremos por x; =
X, + Ax, e representa-se por P, 0 ponto cujas coordenadas

sdo0 P(xq, f(xq)). Assim, considerando a reta secante P,P
que indicaremos por r, a inclinacdo (ou coeficiente angular)
dessa reta € dada pela razdo:
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Ay fxo+4%) = f(xo) _ f() = (%)
Ax Ax B Ax

que representa no tridngulo retdngulo, AP,PQ, a tangente do
angulo B. Assim:
dy
tgB = - €y
Observando os elementos geométricos da Figura 3, temos
que quando Ax tende a 0, x, + Ax se aproxima de x,, €,
portanto, o ponto P tem como posi¢do limite o ponto P, e a
reta secanteP, P terd como posigéo limite a reta ¢, tangente
ao grafico de y = f(x) no ponto P,. Dai conclui-se que no
limite, arazdo em (1) representa a inclinagdo da reta tangente
t ao gréfico da funcdo f(x) no ponto Py(x,, f(xg)), que se
representa por tga. Por outro lado, esta inclinacéo da reta
tangente é a defini¢do da derivada da funcéo f(x) no ponto
de abscissa x,, denotada por f'(x,), e definida por:

ooy e fXo+Ax) = f(xo) _
foo=fm™ % -
quando o limite existir.

O conceito de derivada como a inclinacdo de uma reta
tangente a um grafico de uma fungdo pode ser explorado de
forma contextualizada no ensino médio, através de
contelidos que se complementam e ddo sentido a esse
conceito tdo usado e pouco explorado nessa fase. No
exemplo abaixo pode-se verificar intuitivamente esse
conceito. A partir deste conceito, tem-se vérias regras de
derivacéo, que aos poucos foram explanadas aos alunos do
ensino médio. E a partir dai apresentamos o seguinte
exemplo.

tga

Exemplo 03: Determine o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico da funcio f(x) = x2 —4x, em um
ponto qualquer de abscissa p. Em qual ponto a reta tangente
ao grafico é horizontal?

Resolucao:
O coeficiente angular m da reta tangente & curva

f(x) = x? — 4x, no ponto de abscissa p, ¢ m = f'(p) Pelas
regras de derivagdo ensinadas em sala de aula aos alunos do
ensino médio, obtém-se que f'(x) = 2x — 4. Dai tem-se
que: m = 2p — 4. Para determinar o ponto (p, f(p)) em que
a reta tangente é horizontal, isto é, a reta tangente é paralela
ao eixo x, assim basta encontrar o ponto onde a inclinagéo da
reta tangente é igual a zero, isto é, f'(p) =2p —4 =0, 0u
seja, p =2. Assim, o ponto procurado é (2,f(2)) =
(2,-4).

c. Nogdes de integracéo

Um tema muito abordado desde o ensino fundamental ao
ensino médio é o de calculo de areas de figuras planas e que
representa uma Otima oportunidade para introduzir algumas
nocOes basicas do processo de integracdo através das somas
infinitesimais. Mas assim como Vvarios conceitos
matematicos desse ciclo, o célculo de &reas é inserido na
maioria das vezes através de férmulas prontas que fazem o
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aluno pensar mecanicamente e de forma Gnica. O exemplo
proposto a seguir ilustra como esse tdpico pode ser explorado
para apresentar ao aluno as somas de Riemann, segundo
Avila, G [4], para o calculo de reas sob curvas com o auxilio
do software Geogebra.

Exemplo 04: Determinar a area limitada pelo eixo OX, pelo
grafico da funcdof (x) = x?2 e a reta vertical x = 4. Conferir
gréfico na Figura 4.

4 2 o 2 4

Figura 4: Grafico da fungéo f(x) = x?.

Resolugao:

Através do software Geogebra obtemos a areas solicitadas,
construindo retangulos, cuja base sdo os subintervalos do
intervalo [0,4], ou seja, fizemos uma particdo do intervalo
[0,4], dividindo-o em quatro subintervalos, conferir Figura
5:

Objetos Livres

n=4 184 1
Objetos Dependentes
J a=30 |
s b=14 |
? fix) =X

B ] 2 5
Figura 5: Grafico da fungio f(x) = x2 dividida em quatro subintervalos.
O pardmetro a (em vermelho) indica a aproximacéo da

area por excesso, ou seja, a soma das areas dos retangulos
vermelhos.  Analogamente o pardmetro b indica a
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aproximacdo da area por falta, ou seja, pela soma das areas
dos retangulos azuis.

O software Geogebra permite perceber, que na medida
em que o nimero de retangulos aumentava cada vez mais,
melhor eram os resultados para os pardmetros a e b que
representava a area da regido limitada pelas curvas. Conferir
Figura6e?7.

UDJEIDS LINTEs 18
n=10

Objetos Depen

4 a=24.64 184

4 b=18.24

4 fix)=x*

2 ooz H

Figura 6: Grafico da fungéo f(x) = x? dividida em dez subintervalos.

Objelos Livres 154
n=20
Objetos Depen
J a=2295 168 1
4 b=19.76 w
& flx)=x"
34
||:|_ T
a4 i
ﬂ_
e
2
o 1 |
-2 [} 2 E

Figura 7: Gréfico da fungo f(x) = x? dividida em vinte subintervalos

Agora, calculando a area da regido S limitada pelas
curvas, utilizando o conceito de integral, o qual ndo foi
formalizado neste artigo, porém pode ser encontrado em
livros de Célculo Diferencial e Integral, observa-se que:

TAVEIRA NETO E APOLINARIO

) 4
Area S =f

x%dx = [— =———=21,333...
o 3

3 3
x=

O que comprova o resultado obtido pelo software
Geogebra.

x3]"=4 43 03
0

I11. Uso bo cALcuLo DIFERENCIAL NO
ENSINO BASICO

Nesta secdo apresenta-se alguns relatos de sala de aula, em
turmas do Ensino fundamental e médio de uma escola da
rede privada de Ensino da cidade de Palmas-TO em que usa
as nogdes de calculo de célculo diferencial para auxiliar na
demonstracdo formulas e também na resolugdo de exercicios
de uma forma diferente e intuitiva, que leva ao aluno a
desenvolver estratégias para resolugdo das questdes
propostas.

a. Como somar infinitos termos de uma Progressao
Geométrica?

Segundo lezzi, Gelson [2] uma progressdo geométrica (PG)
é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é
sempre igual ao termo anterior multiplicado por uma
constante a qual denominamos de razéo e simbolizamos pela
letra g. Através de uma recorréncia € facil mostrar que a
soma de n termos escritos em progressao geomeétrica é dada
pela férmula:
s —gq 1-q"
n — %1
1-9)

Considere agora uma progressdao geométrica com
infinitos termos e cuja razdo estd no intervalo -1 < g < 1.
Dizemos que essa série é convergente e calculamos a soma
dos seus termos da seguinte forma:

a,
Sp =
1-gq

E muito comum no estudo desse contelido no ensino
médio, surgir a seguinte pergunta:

Como ¢ possivel somar infinitos termos?

A justificativa desse tipo de questionamento vem de
nogBes bésicas do calculo diferencial, mais precisamente
nogBes de limites, pois infere-se na expressdo abaixo que
guanto maior for o valor de n mais préximo de zero g™ estara
jaque—1<g<1.

Portanto temos que:

(1-q") et

1-q 1—gq
b. Uma forma diferente de calcular areas de figuras
planas

A ideia de calcular a area de figuras planas é uma das mais
utilizadas no calculo por meio do processo de integracéo, que
por sua vez também nos remete ao processo de somas
infinitesimais. Observe as seguintes situacfes proposta em
uma sala de ensino fundamental para alunos do oitavo ano
(Figura 8):

Calcule a area do tridngulo da figura abaixo:
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1‘\,\ 1 2

Figura 8: Atividade proposta em sala de aula.

Nesses tipos de exercicios 0 aluno é orientado a usar a
férmula do calculo da area do tridngulo (AA), procedimento
feito de uma forma simples:

_bh_66_
a=o == u.a

Nesse momento foi feito a seguinte pergunta aos alunos:
como encontrar esse valor, ou algo bem préximo a ele, sem
usar a formula da area? Esse questionamento vem seguido de
uma sugestao bem peculiar para 0 momento:

“Vamos aproximar a area desse tridngulo pela soma das
areas de retangulos que cobrem o tridngulo”.

Em um primeiro momento, vamos particionar a base do
triangulo, que é o intervalo [0,6], de comprimento igual a 6
u.c (unidade de comprimento), em seis subintervalos de igual
comprimento, ou seja, subintervalos iguais a:

[0,1],[1,2],[2,3], [3.,4], [4,5] e [5,6].
Cada subintervalo medindo 1 u.c.

Estes subintervalos correspondem a base dos retangulos.
Para chegarmos a uma padronizag&o dos calculos, incluimos
0 primeiro retangulo, como sendo o retangulo de altura zero
(0) e comprimento da base como sendo o comprimento do
segmento de reta com origem no zero (0) e extremidade no 1
(Conferir Figura 9).

C‘fCC» Ak ('z"k’?.“q;g'o.:

1y

Figura 9: Aproximacéo da area de um triangulo através da area de
retangulos.

O aluno percebe de uma forma clara que uma
aproximagdo para a area do tridngulo (4,) seria a soma de
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todas as areas dos retangulos (Area do retangulo = base x
altura), de tal forma que a base de cada retangulo (4x;) é o
comprimento de cada subintervalo no eixo x
[x;_1,x;] € expressa por:
Ax; =x;—x;_1 com 1<i<n
A altura de cada retangulo sera dada por
hi = x4
Logo a area de cada retangulo seréa dada por:
A; = Ax;.
Assim, considerando n = 6, tém-se as éareas dos seis
retangulos:
A = Axy. hy = (0 —x9).h =(1—-0).0=1.0
A, = Axy hy = (%, —x1). by, =2 -1).1=1.1
Az = Axg.hy = (x3 —x3).h3 =(3—-2).2=1.2
Ay =Axy by = (x4 —x3). 0y, =(4—3).3=13
Ag = Axs. hs = (x5 —x4). hs = (5—4).4 =14
Ag = Axg.hg = (xg — x5).hg = (6 —5).5 =1.5

com1<i<n.

com1<i<n.

E em seguida, tem-se o seu somatorio, que representa uma
aproximacédo para area do triangulo:
6
A, EZAi =A, 4+ A, + A+ A, + As + Ag
i=1
10+11+12+13+14+15
1.0+1+24+34+4+5) 0))
= 15ua

Observa-se que dentro do paréntese, na expressdo em (1),
tem-se uma Progressdo Aritmética (PA) formada pelas
alturas dos retangulos.

Repetindo-se 0 mesmo procedimento, agora fazendo uma
particdo do intervalo [0,6], que corresponde a base do
tridngulo, com o dobro de subdivisdes, isto é, n = 12. Nesse
caso cada subintervalo compreende segmentos de retas
congruentes medindo 0,5 u.c (unidade de comprimento),
obtendo assim uma medida mais refinada. Assim, as areas
dos retangulos que cobrem o triangulo sdo dadas por:

Ay = Axy.hy = (%, — x0). by = (0,5 — 0).0 = (0,5).0
Ay = Axy.hy = (x — x;).hy = (1 —0,5).0,5 = (0,5).0,5
As = Axz.hs = (x3 — x3).hs = (1,5 — 1).1 = (0,5).1
Ay = Axyhy = (x4 — x3).hy = (2 —1,5).1,5 = (0,5).1,5

A12 = Axlz.hlz = (xlz - xll).hlz = (6 — 5,5).5,5 = (0,5).5,5

Nesse momento o aluno percebe que quantos mais
divisdes colocarmos, ou seja, quanto mais retangulos forem
inseridos mais proximo de 18 essa area ficarg, ou seja:

12
AA EZAL =A1 +A2 +A3 +A4...+A12
i=1
(0,5).0 + (0,5).0,5 + (0,5).1 + (0,5).1,5+...+(0,5)5,5
(05).(0+05+1+15+2+25+3+35+4+45
+5+5,5)
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Essa situacdo exemplificada pode ser estendida para
alunos do ensino médio que ja conseguem visualizar que o
valor do comprimento da base de cada retangulo (4x;) é

dado por 6/n em que n € o ndmero de subintervalos da
particdo. Como observado anteriormente na expressdo em
(1), as alturas dos retdngulos formam uma PA crescente de n
termos com primeiro termo /; e Ultimo uma forma geral,
temos que a area desse triangulo pode ser expressa através
da seguinte expressao:

n

n
ZA,: =ZAxi.hi ZZ
i=1 i i

n
i=1 i=1

IR
S|o
S|o

AA 'hi = hi (2)

n
i=1

Considerando que as alturas dos retangulos formam uma
PA, entéo pela férmula da soma de uma PA finita temos que:

Z By = (hy +2hn).n 3)

onde ; = 0 e, pela férmula do termo geral da PA, temos que
hyé dado por:

6 6

Substituindo (4) em (3), e considerando /2, = 0,
concluimos que:
ih Uy t+h)n (6-C/).n 6n—6
L2 B 2 )
=

E retornando para a expressdo em (2), que representa a
area do triangulo, fazendo as devidas substitui¢des, obtemos:

=3n-3

6% 6 18
A, E—Zki —2@n-3)=18——
n n n
i=1
Essa expressdo permite calcular a area do triangulo em
funcéo da quantidade de subintervalos que particionarmos o
intervalo [0,6], isto é, da quantidade de retangulos que
“cobrimos” o tridngulo que desejamos calcular a area.
Observou-se que quanto maior o nimero de retangulos que
“cobriu” o tridngulo, melhor foi a aproximacéo do valor real
da area procurada. Assim, a area do triangulo estard bem
determinada quando considerarmos uma infinidade de
retangulos “cobrindo” o tridngulo, isto é, quando n — +oo, €
efetuarmos a soma das areas destes retangulos. Desta forma,
simbolicamente, representamos a area do tridngulo como
sendo:
18
Ay = lim (18 - 7) = 18u.a

n-+oo

Portanto observa-se que a éarea do tridngulo, A, =
18u.a, sdo exatamente iguais ao valor obtido no inicio da
secdo utilizando a férmula do célculo da &rea de um
triangulo.

TAVEIRA NETO E APOLINARIO

Este processo de aproximar a area de uma regido plana por
figuras, que no caso foram retdngulos, que conhecemos a sua
area, é denominado Método da Exaustéo, e é a partir dai que
se formaliza o conceito de Integral Definida.

Segundo Taveira Neto, J.G [5] essa pratica docente, com
os alunos do ensino fundamental, retratam um ganho a médio
prazo pois esses conceitos basicos podem e devem ser
explorados de forma mais aprofundada no ensino médio,
onde o aluno ja tem maturidade o suficiente para lidar com
questdes que requer conceitos matematicos mais elaborados,
como por exemplo, o uso de limites, derivadas e integrais.

IV. CONCLUSOES

Através de algumas experiéncias em sala de aula,
concluimos nesse artigo que a incluséo de nog¢des do Calculo
Diferencial na educagéo basica é de grande importancia pois
proporciona um significado mais aprofundado de conceitos
vistos na matematica do ensino basico dos anos iniciais até
0s anos finais, trazendo assim um ganho tanto a curto como
a longo prazo para alunos que tém contato com esses
conceitos.
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