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Resumo— Nesta pesquisa estudamos os grafos EPG, em particular, estamos interessados em investigar a intersecdo entre a classe de
grafos split com a classe de grafos B,-EPG. Nao ha mapeamento na literatura para a pesquisa de grafos B,-EPG Split. Neste trabalho
manipulamos também grafos bipartidos e apresentamos uma representacdo para alguns grafos bipartidos em B;-EPG. Construimos um
algoritmo que cria uma representacido B,-EPG para qualquer grafo split cujo grau dos vértices do conjunto independente é menor ou igual
a 2. Além disso, também propomos um algoritmo que constr6i uma representagdo em uma grade Q,,x (2,4 1) para qualquer grafo split.
Resultados gerais sobre representacdes EPG também suplementam esta pesquisa.

Palavras-chave—B2-EPG, Teoria dos Grafos, Grafos de Interse¢do, Grafos Split, Representacdo EPG

Abstract— On this research we study EPG graphs, in particular, we are interested on investigate the intersection between split and By-EPG
graph classes. There is no mapping in the literature for research of Split B-EPG graphs. In this work we also manipulate bipartite graphs
and we present representation for some bipartite graphs in By-EPG. We build an algorithm that create a Split By-EPG representation for
any split graph whose degree of vertices on independent set is less than or equal to 2. Futhermore, also we present an algorithm that builds

a representation on a grid Q. 2y 1) for any split graph. General results on EPG representations also supplement this research.

Keywords—B2-EPG, Graphs Theory, Intersection Graphs, Split Graphs, EPG Representation

I. INTRODUCAO

palavra EPG representa um acronimo para Edge-
intersection Graphs of Paths on a Grid, que em sua
tradug@o literal significa grafos de aresta-interse¢do de cami-
nhos sobre uma grade. A classe dos grafos EPG foi definida
por [1], e consiste de grafos cujos vértices podem ser repre-
sentados por caminhos sobre uma grade retangular, de modo
que, dois vértices de um grafo sdo adjacentes se, e somente
se, compartilham pelos menos uma aresta sobre a grade.
Além disso, [1] definiu uma hierarquia que classifica os
grafos EPG de acordo com a quantidade maxima de dobras
que cada caminho da representacdo possui. Um grafo G é
dito ser By-EPG quando existe uma representacdo EPG para
G em que cada caminho da representagao possui no maximo
k dobras, i.e. kK mudancas de dire¢do. O bend number de um
grafo G € o menor nimero inteiro k para o qual G possui uma
representacdo Bi-EPG. De forma anédloga o bend number de
uma classe de grafos é o menor niimero inteiro k para o qual
os grafos desta classe possuem uma representacao B-EPG.
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Uma motivagdo pratica para o estudo de grafos EPG € o
problema de otimizacdo de layout de circuitos digitais [1],
problema este trabalhado em outros tipos de grafos de inter-
secdo por [2], [3] e [4]. Um problema cléssico relacionado
ao desenho industrial de circuitos é o de minimizacdo da 4drea
de impressao na placa de circuito impresso, o que afeta dire-
tamente o custo de produ¢@o de um microchip, por exemplo.
Outro problema que surge, naturalmente, neste contexto, é o
de impor restricdo ao niimero de dobras que cada caminho
(trilhas) do circuito pode possuir.

Observe que, no problema de desenho de circuito indus-
trial, em particular, reduzir a 4rea do circuito € equivalente
a reduzir a drea da representacdo EPG associada, da mesma
forma impor restri¢des a quantidade de vezes que uma trilha
pode dobrar é equivalente a reconhecer se o grafo associado
possui uma representagdo Bx-EPG. Dessa forma, € intuitivo
perceber que ha alguma relag@o entre o problema de design
de circuitos digitais e o problema de modelagem de grafos
EPG.

O campo de pesquisa relacionado a grafos EPG € bastante
movimentado apesar de novo [1], [5], [6], [7], [8]. Um resul-
tado ja conhecido é que a classe de grafos By-EPG ¢ equiva-
lente a classe de grafos de intervalo. Todavia, os principais
trabalhos da drea geralmente sio relacionados aos grafos B -
EPG, [9], [10], [11], [12], [13]. Se por um lado é f4cil encon-
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TABELA 1: CLASSES DE GRAFOS E O SEU bend number

Classe do grafo b(G) Referéncia
Grafos de Intervalo 0 [1]
Florestas e Ciclos 1 [15]
Outerplanar 2 [6]
Planar € [3,4] [6]
Bipartido Planar 2 [16]
Grafo de Linha 2 [16]
Degenerescéncia(G) < k 2k—1 [6]
Treewidth(G) < k 2k—2 [6]
Grau < A € [[3].A] [6]
Arco-circular 3 [17]
Arco-circular Normal 2 [17]
Grafos Halin 2 [18]
Grafos Split com |K| >3 1 [9]
Grafos Split com |S| > 3 1 91
k-sun 2 [19]

trar pesquisas sobre grafos B;-EPG, por outro lado a classe
B»-EPG ja nido € tdo explorada assim, tendo sido estudada
em poucos trabalhos, [14], [8]. A titulo de exemplo a Ta-
bela 1 ilustra o bend number de algumas classes de grafos
conhecidas, denotado por b(G).

Os grafos EPG split s@o citados nos artigos de [9, 10, 11,
13], que estudam, em particular, a classe B;-EPG Split. Nao
foram encontrados na literatura resultados para grafos B2-
EPG Split.

Neste artigo, estudamos os grafos B;-EPG Split e apre-
sentamos alguns resultados para subclasses de B-EPG Split
e sobre a drea de grade necessdria para representar qualquer
grafo split. Além disso também apresentamos resultados ge-
rais para grafos B,-EPG e para grafos threshold.

A secdo a seguir apresenta as definicdes basicas necessa-
rias ao entendimento deste trabalho.

I1. PRELIMINARES

Um grafo é definido como par ordenado G = (V, E), onde
V(G) é um conjunto finito ndo-vazio de vértices e E(G) é
um conjunto de pares nao-ordenados (v;,v;), chamados de
arestas, sendo v;, v; € V(G).

Dizemos que dois vértices sdo adjacentes se existe uma
aresta entre eles. De forma similar, uma aresta é incidente
aos vértices v; e v;, se ela conecta os dois vértices. Podemos
entdo definir o grau de um vértice v;, denotado por d(v;),
como o numero de arestas incidentes em v;. A cardinali-
dade de um conjunto de vértices e arestas € denotada por
[V(G)| =n e |E(G)| = m. Definimos a vizinhanga de um
vértice v; € V(G) como o conjunto de vértices adjacentes a
vi, que denotamos por N (v;) = {u € V(G)|(vi,u) € E(G)}

Chamamos de grade o espaco Euclidiano formado por co-
ordenadas inteiras ortogonais, no qual cada par de coorde-
nada de inteiros representa um ponto ou vértice da grade, e
dois pontos da grade sdo adjacentes se estdo a uma unidade
de distancia.

A sigla EPG denota a classe de grafos de aresta-intersegado
de caminhos sobre uma grade. Uma representacdo de um
grafo EPG ¢é um modelo de aresta-interse¢@o de caminhos so-
bre uma grade. Denotaremos por &2 a colecdo de caminhos
de uma representacio EPG. Em uma representacdo EPG de
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um grafo G cada vértice v; € V(G) corresponde a um cami-
nho P,, € & sobre a grade; e dois vértices v;,v; sdo adjacen-
tes em G se e somente se os caminhos correspondentes P,, e
P,; compartilham pelo menos uma aresta da representagao.

O caminho sobre a grade ou ainda caminho na represen-
tacdo, de tamanho m, € definido como uma sequéncia finita
de arestas (e ndo de vértices) consecutivas e; = (vi,v2),er =
(v2,v3),e3 = (v3,v4),-..,€i = (Vi,Vit1)s- - em = (Vin, Vit 1),
tal que, e; # e; para todo i # j. Uma dobra no caminho é
denotada como um par de arestas consecutivas, que possuem
dire¢des diferentes na grade. Se o caminho nédo possui dobras
ele é chamado de segmento.

Dizemos que um grafo G possui uma representacdo By-
EPG quando existe um modelo de aresta-interse¢do de ca-
minhos que € equivalente ao grafo G, e cada caminho desse
modelo possui no maximo k-dobras, i.e. k mudancas de dire-
¢d0. A Figura 1(a) ilustra o grafo G e na Figura 1(b) exibimos
uma de suas representacdes By-EPG, enquanto na Figura 1(c)
exibimos uma de suas representagdes B1-EPG.

a P, Fa
P, P
p— A P | P
b ¢
(b) Representagdo -
(a) Grafo G By-EPG de G (c) Representagdo

B1-EPG de G
Figura 1: Grafos G e duas representacoes EPG

O parametro bend number ou niimero de dobras de um
grafo G, denotado por b(G), corresponde ao menor inteiro k
para o qual G possui uma representagdo Bx-EPG. Também
faz sentido falar no bend number de uma classe de grafos C,
b(C), que é o menor k para o qual todos os grafos da classe
C possuam representacdo B-EPG.

Uma shape € uma forma induzida por um caminho sobre
uma grade, e.g. o conjunto de caminhos L-shape pode ser
representado por {,1,”, "}, de forma similar podemos re-
presentar C-shapes. As Figura 2(a) e na Figura 2(b) ilustram
exemplos de L-shape e C-shape.

(a) L-shape (b) c-shape

Figura 2: Representagdes EPG de shapes

II1. METODOLOGIA E FERRAMENTAS

A pesquisa desenvolvida neste trabalho é do tipo investi-
gativa e exploratéria. Uma pesquisa investigativa tem como
objetivo investigar ou conhecer algo.

No que diz respeito a uma pesquisa exploratéria, tem-se
como objetivo conhecer o tema a ser estudado, considerando
que este ainda é pouco conhecido, pouco explorado. Diante
disso, buscamos descobrir novos resultados sobre uma classe
de grafos com potencial de resultados inéditos.
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A classe dos EPG Split € ainda pouco estudada na litera-
tura, possuindo resultados conhecidos somente para a classe
B;-EPG, e.g [9], [10], [13]. Nesta pesquisa buscamos estu-
dar a classe B>-EPG Split com o intuito de caracterizar grafos
que pertencem a esta classe.

IV. RESULTADOS

A seguir apresentamos alguns resultados obtidos no estudo
da classe EPG.

a. Grafos Bipartidos Completos

Define-se conjunto independente como um conjunto de
vértices S para o qual cada par de vértices distintos deste con-
junto ndo existe adjacéncia entre eles.

Dizemos que um grafo G = (V,E) é um grafo bipartido
quando seu conjunto de vértices puder ser dividido em 2 con-
juntos independentes distintos, i.e. V(G) = S; + S, onde
cada aresta liga um vértice em S| a outro vértice em S,. J4 0
grafo bipartido completo é o grafo G = (S +S,,E) no qual
para cada v; € Sy e vj € 5, existe (v;,vj) € E(G), i.e. todo
vértice de S; possui aresta para todo vértice em S.

E resultado conhecido na literatura que o grafo K33 ¢
B1-EPG, [1]. De posse desta informagdo, nos pergunta-
mos: K33 € B>-EPG? Conseguimos mostrar que os grafos
K3 ; € B>-EPG, para i inteiro, onde 3 < i < 10, ao apresentar
uma representacdo B>-EPG destes grafos. J4 era resultado
conhecido da literatura que K3; € B>-EPG para 3 <i < 10,
e que estdo em B3-EPG para 11 < i < 39, e B4-EPG para
i > 61, sendo desconhecido o intervalo 40 < i < 60.

No entanto, [20] apresenta somente um resultado mate-
madtico provando que K3; € B>-EPG, para i inteiro, onde
3 <i <10, o artigo de [20] ndo apresenta explicitamente
representacdes Bo-EPG para estes grafos, com exce¢do do
K310, 0 unico para o qual € apresentado uma representacdo
B»-EPG. Entio este trabalho ji apresenta alguma contribui-
¢do suplementar aos resultados obtidos por [20].

Lema 1. K39 € B>-EPG.

Demonstragdo. Por apresentacdo da representacdo B>-EPG
de K310, conforme Figura 3. O

Assim, reintroduzimos uma representagdo do K3 19 € B»-
EPG, e para os grafos restantes, K3 ; € B»-EPG, para i inteiro,
onde 3 <i <9, a representagio do K3 19 € suficiente para
provar sua pertinéncia a B>-EPG, ja que os demais grafos
sdo subgrafos induzidos de K3 19.

b. Grafos Split

Antes de introduzirmos o que € um grafo split, é necessario
tomarmos ciéncia de alguns conceitos de teoria dos grafos, os
quais definiremos a seguir.

Um grafo completo é um grafo no qual cada par de vérti-
ces distintos € mutuamente adjacente entre si. Notaremos por
K, o grafo completo com n vértices. E uma cligue é um sub-
grafo K C G, onde K é um grafo completo. Intuitivamente,
o complemento de um grafo completo resulta um conjunto
independente.

E assim, um grafo split € um grafo G no qual o con-
junto V(G) pode ser particionado em duas partes: a primeira,
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P,
P,,
P’L‘] Pw5
P,,
P, P,
7] I Pw3 4
= P,
P,
Pw 10

P,

1

Figura 3: K3 | em sua representagido B,-EPG

forma uma clique K; e a segunda parte forma um conjunto
independente S. Essa defini¢do foi apresentada por [21].

Como jé citado anteriormente, os trabalhos relacionados a
grafos EPG split se resumem a classe B-EPG, neste artigo
investigaremos os grafos B,-EPG Split, caracterizando sub-
conjuntos desta classe.

O primeiro resultado alcangado no estudo de grafos split é
apresentado a seguir.

Lema 2. Seja G um grafo split, com conjunto independente
S, cujo d(s;) <2, entdo G € B,-EPG.

Demonstragdo. Seja G = (S,K) um grafo split, onde S cor-
responde ao conjunto independente e K sua clique, tal que
|S| =y e |K| =w. Considere a linha Iy e a coluna cy, res-
pectivamente, como linha e coluna centrais da grade. Para
realizar tal representacdo, as seguintes instrucdes devem ser
seguidas:

1. Cada vértice k; € K deve ser representado usando um
elemento de L—shape, a " -shape, onde cada caminho F,
possui segmento vertical sobre a coluna cg, iniciando na
linha [y e terminando na linha /i,. A aresta (lo,/;) sobre
a coluna ¢ € aresta de intersecao de todos os caminhos
P, correspondendo aos vértices da clique. O segmento
horizontal do caminho F, estd sobre a linha /;, da coluna
co até a coluna c,.

2. Caso d(s;) = 1, cada vértice do conjunto s; € S, deve
ser representado usando um segmento horizontal sobre
a linha /;, da coluna ¢, | até a coluna cy,.

3. Casod(s;) =2, N(s;) ={Ky,Kp}, entdo s; serd represen-
tado pelo caminho P, da seguinte forma: representamos
um segmento horizontal sobre a linha /,, da coluna ¢y, |
até a coluna cy;, 0 segmento vertical de P;; sobre a co-
luna cy;, da linha I, até a linha /5, e por fim, o dltimo
segmento horizontal do caminho P, sobre a linha [}, da
coluna ¢y, | até a coluna cy;.
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S1
Sy kl
83 kz
84

S'y—l. k3
Sye ® 'li:'w

Figura 4: Grafo split com d(s;) < 2.

Co C1 Co C3 Cq---Cs, , Cs

17&5 : Pk”-” P&.,_. I Psf,
I3 —
1:'32 Pks 1:’34
ly b !
P, Py,
Iy
Pkl
lo

Figura 5: Representacdo B,-EPG de grafo split com d(s;) < 2

A titulo de exemplo, a Figura 4 ilustra um grafo split com
d(s;) <2, enquanto na Figura 5 temos sua representagio B;-
EPG.

O

Podemos codificar a demonstracdo do Lema 2 de uma
forma alternativa através do pseudocddigo ilustrado no Al-
goritmo 1.

Como consequéncia do Lema 2 somos capazes de deli-
mitar o espaco ocupado, na grade, pela representacdo, cons-
truida pelo Algoritmo 1. O resultado € exposto pelo coroldrio
a seguir.

Corolario 3. Seja G um grafo split, com conjunto indepen-
dente S, cujo d(s;) <2, entdo G pode ser representado sobre
uma grade retangular Q.

Demonstragdo. Esse resultado pode ser facilmente verifi-
cado pela representacdo construida no Lema 2, conforme
ilustrado na Figura 5. Como pode ser observado, o nimero
de colunas € delimitado pelo vértice s, do conjunto indepen-
dente S, enquanto o nimero de linhas € delimitado pelo vér-
tice k,, do conjunto K, portando o tamanho desses conjuntos
¢ igual ao tamanho da grade. O

De forma mais genérica, removendo a restricdo de d(s;)
< 2, conseguimos um algoritmo que prova que € possivel
representar qualquer grafo EPG Split, sendo suficiente uma
grade cuja dimensao € dada por uma combinacao da cardina-
lidade dos conjuntos K e S. Logo, apresentamos o corolario
a seguir.

Corolario 4. Qualquer grafo split G(KUS,E), onde |K| =
w, |S| =y, pode ser representado em uma grade de drea
O(w xy).
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Algoritmo 1: GRAFO B,-EPG SPLIT COM d(s;) <2

Entrada: Grafo G = (K, S)
Saida: Representacido B,-EPG do grafo

1 inicio

2 y<|S|;

3 | parai<+ latéi<|K|faca

4 Desenha um segmento vertical na coluna cg,
entre as linhas [y e [;;

5 Desenha um segmento horizontal na linha /;,
entre as colunas ¢y e ¢y;

6 fim

7 para i< | atéi < |S| faca

8 se d(s;) = 1 entdo

9 K, < N(s;).first();

10 Desenha um segmento horizontal sobre a

linha /,, da coluna c;_ até a coluna c;;

11 fim

12 se d(s;) =2 entdo

13 K, < N(s;).first();

14 Ky, < N(s;).last();

15 Desenha um segmento horizontal sobre a

linha /,, da coluna ¢;_ até a coluna c;;

16 Desenha um segmento vertical sobre a
coluna c;, da linha [, até a linha [;

17 Desenha um segmento horizontal sobre a
linha [, da coluna ¢;_; até a coluna c;;

18 fim

19 fim

20 fim

21 retorna Representacdo B>-EPG

Demonstragdo. Considere uma grade Q,,x2y+1, com linhas
lo, ..., lw—1, de baixo para cima, e colunas cy,...,c2y, da es-
querda para direita.

Vamos representar os elementos da clique K pelos cami-
nhos Py, ..., B,—i. Onde cada caminho P; forma na grade
uma L-shape, exclusivamente o caminho P| serd represen-
tada por uma -shape, sobre a coluna cg, entre as linhas [y e
[1, dobrando horizontalmente em /o, da coluna cg até cz,. Os
demais caminhos da clique serdo representados por "-shape
sobre a coluna cg, da linha [ até a linha /;_;, dobrando hori-
zontalmente sobre a linha /;_1, da coluna cg até cyy.

Os elementos do conjunto independente S, serdo represen-
tados pelos caminhos P/, ..., Py’. Considerando que os vérti-
ces do conjunto independente podem ser adjacentes a qual-
quer vértice da clique, cada s; € S serd representado nesta
demonstragdo com colunas vazias a sua esquerda e direita,
isso garante que nenhum dos caminhos de P}’ sejam aresta-
intersectantes ou vértice-intersectantes entre si.

Dado que os vértices da clique K, estejam indexados por
j e ordenados de forma crescente em relacdo a j, tal que
j=1,...,w. Propomos o seguinte algoritmo para a repre-
sentagdo do vértice s; como o caminho P/

1. Tomar como valor de j o primeiro indice de k, e para
cada k; € N (si), de forma crescente, representar o ca-
minho P/;



{

2. Adicione um segmento horizontal sobre a linha /;_1, da
coluna cp;_1 até a coluna cp;. Se o vértice s; ainda possui
vizinhos sem representagdo, atribua a uma variavel z o
valor de j e a j o préximo indice de k e passe para o
préximo passo, caso contrdrio, encerre;

3. Seja o vértice s; adjacente ao vértice k;, entdo o cami-
nho P/ possui um segmento vertical sobre a coluna cy;,
da linha I, ; até a linha /;_;, seguido de um segmento
horizontal sobre a linha /;_1, da coluna c¢;_; até a co-
luna cy;. Se o vértice s; ainda possui vizinhos sem re-
presentagdo, atribua a uma varidvel z o valorde jea jo
préximo indice de k e passe para o proximo passo, caso
contrario, encerre;

4. Adicione ao caminho P/ um segmento vertical sobre a
coluna c¢;_1, da linha [, at€ a linha /;_; e retorne ao
passo 2.

Logo, conseguimos representar todo vértice s; € S. Ob-
serve que esta representacio de S ocupa uma quantidade de
colunas igual a 2y + 1.

Assim obtemos uma representacio EPG para um grafo
split hospedado em uma grade de dimensdo Q,yx2y+1. A Fi-
gura 6 ilustra como se dd a representacdio genérica de um

grafo split construida por este algoritmo. O
lyy S0 G 2 & C2y—1 Czy
Y s |
lwle ............ I‘.'_'_'.:'_:'.:'..__.___.i __________________________ _é __________
i Py i i i
I | i |
Py P/ P P
l]_ E
Hinw=)
l() " |
P

Figura 6: Grafo split representado em uma grade Qy,x2y+1

Em suplemento, para o Coroldrio 4, ilustramos o pseudo-
c6digo do Algoritmo 2.

c. Grafos Threshold

Um grafo é dito ser um grafo threshold se ele pode ser
construido, a partir de um grafo vazio, através de repetidas
adigdes de um vértice isolado (d(v;) = 0) ou um vértice do-
minante (d(v;) =n—1). Os grafos threshold correspondem
a uma subclasse dos grafos split [22], e também correspon-
dem a uma subclasse de grafos de intervalo [22]. Ao iniciar
a investigacdo dessa subclasse dos grafos split, percebemos
que hd uma classificacdo imediata da classe pelo Lema 5.

Em resumo, a relacdo entre essas classes pode ser dada da
seguinte forma: Grafos Threshold C Grafos de Intervalo N
Grafos Split.

Lema 5. Grafos threshold € By-EPG.

Demonstracdo. Essa prova é dada por demonstracio direta.
Sejam os grafos threshold um subconjunto de grafos de in-
tervalo, entdo grafos threshold € By-EPG [1]. Isso é verdade
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Algoritmo 2: GRAFO SPLIT EM GRADE Q,yx2y+1

Entrada: Grafo G = (K, S)

Saida: Representacdo B,-EPG do grafo
1 inicio

2 |y« ISk

3 parai<« 1 atéi < |K|faca

4

5

se i = 1 entdo
Desenha um segmento vertical na coluna
co, entre as linhas [y e [;;

6 Desenha um segmento horizontal na linha
ly, entre as colunas cy € cy;

7 fim

8 senao

9 Desenha um segmento vertical na coluna

cp, entre as linhas [y e [;_1;

10 Desenha um segmento horizontal na linha
li_1, entre as colunas ¢y € cy;

11 fim

12 fim

13 para i<« 1 atéi < |S| faca

14 J N(s;).first();

15 viz < N(s;);

16 z < null;

17 enquanto j # () faca

18 Desenha um segmento horizontal sobre a
linha [;_1, da coluna c¢y;_; até a coluna
C2i5

19 72 J;

20 ViZ < viz— J;

21 J < N(Si).first();

22 se j = () entdo

23 \ encerra;

24 fim

25 Desenha um segmento vertical sobre a

coluna ¢y;_1, da linha [,_; até a linha
l i—15
j—1

26 Desenha um segmento horizontal sobre a
linha [; 1, da coluna ¢;; 1 até a coluna
C2i;

27 2 J;

28 iz < viz — J;

29 J < N(S;).first();

30 se j = () entdo

31 | encerra;

32 fim

33 Desenha um segmento vertical sobre a
coluna ¢p;_1, da linha [,_; até a linha
Li—1;

34 fim

35 fim

36 fim

37 retorna Representacdo B>-EPG




SPLIT B2-EPG GRAPHS

porque a propriedade de pertinéncia a uma classe é heredita-
ria para subgrafos induzidos. O

d. Demais resultados para a classe B,-EPG

Um conjunto de caminhos independentes em vértice
refere-se a um conjunto de caminhos onde para cada par de
caminhos, P, e B, a intersecgdo entre os vértices destes ca-
minhos € vazia, i.e., P, N, ij = (. Analogamente, um con-
junto de caminhos independentes em aresta refere-se a um
conjunto de caminhos onde para cada par de caminhos, B,
e ij, a intersec¢do entre as arestas destes caminhos € vazia,
ie, P, N ij. =0.

Tendo estes conceitos em mente, apresentamos o seguinte
lema.

Lema 6. Sejam L) e L, dois segmentos perpendiculares en-
tre si, onde |Ly N, Lyl= 1, e seja o conjunto de caminhos in-
dependentes em aresta P° = {P|,P,, P3}. Se cada P, € #*
¢é aresta-intersectante a Ly e L, entdo em qualquer repre-
sentacdo EPG de L1 ULy U Z?¢, pelo menos 1 dos caminhos
P, € &¢ possui no minimo 3 dobras.

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, que L;
e L, estdo posicionadas, respectivamente, na vertical e hori-
zontal da grade, e IL; N, Lyl = 1 no ponto (ly,co), enquanto
LiNe Ly = 0. Suponha que o caminho P; aresta-intersecta L
com um segmento vertical entre o primeiro e segundo qua-
drante, e para aresta-intersectar Ly, o caminho P; deve do-
brar no ponto onde L; N, Ly, ou seja, no ponto (I, cp), sendo
adicionado um segmento horizontal que aresta-intersecta L,
digamos, entre o primeiro e quarto quadrante. Ji o cami-
nho P, deve aresta-intersectar L, logo isso pode ocorrer em
alguma aresta entre o terceiro e quarto quadrante, ou em al-
guma aresta entre o primeiro e segundo quadrante. No caso
de um segmento de P> colocado na aresta entre o primeiro e
segundo quadrante, entdo P, necessita possuir no minimo 3
dobras para aresta-intersectar L. Assim, nos resta supor que
o caminho P, aresta-intersecta L; com um segmento verti-
cal entre o terceiro e quarto quadrante. O caminho P, devera
aresta-intersectar L, necessariamente, dobrando para a es-
querda (entre o segundo e terceiro quadrante), caso contrario
Pi N, P> # 0. E por tdltimo, devemos representar o caminho
P3. Perceba que todas as arestas incidentes ao ponto (ly,co),
nesse momento, estdo cobertas por uma aresta do caminho
P; ou do caminho P,. Logo, necessariamente para o caminho
P intersectar o segmento L, temos que Pz deve ser posici-
onado apds a ultima aresta do caminho P ou P, sobre L.
Suponha, sem perda de generalidade, que Pz possua um seg-
mento entre o primeiro e segundo quadrante. Para que P;
possa aresta-intersectar Lo, ele deve evitar aresta-intersectar
qualquer aresta sobre L; ou L, que seja ocupada pelos cami-
nhos P; ou P, (o andlogo simétrico ocorreria se P; fosse um
segmento entre o terceiro e quarto quadrante). Logo, a tnica
opg¢ao que resta é que o caminho P; deverd dobrar para a di-
reita (ou esquerda), ver Figura 7, adiciona-se um segmento
horizontal, em seguida uma segunda dobra deve ser reali-
zada para alcancar L, sendo adicionado entdo um segmento
vertical em dire¢do ao segmento L,. Uma terceira dobra em
P; deve ser adicionada para que o caminho consiga aresta-
intersectar o segmento Lp. Portanto, concluimos que qual-
quer representacdo EPG de LU L,U PiU P,U P3 ndo estd em
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3° Quadrante 4° Quadrante

Figura 7: Exemplo de representacéo dos caminhos Py, P> e P3

B>-EPG. O

V. CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo trabalhamos com grafos B-EPG Split. Mos-
tramos que todo grafo split com d(s;) < 2 estd em B,-EPG,
isto permitiu construir um algoritmo para representar toda
uma sub-familia de grafos B,-EPG Split. Como consequén-
cia também fomos capazes de propor um algoritmo que cons-
tréi a representacdo de qualquer grafo split em uma grade de
area O(w X y). Ademais, também apresentamos outros resul-
tados para grafos EPG que, com restri¢des particulares, nao
estao em B,-EPG.

Este artigo apresenta conclusdes revelantes do ponto de
vista cientifico no que diz respeito ao estudo de grafos B,-
EPG Split, um tépico avancgado de estudo em teoria dos gra-
fos. A profundidade dos resultados expande horizontes para
novas pesquisas com outras subclasses de grafos EPG.

Como trabalhos futuros propomos a investigacdo da ca-
racterizacdo de grafos B»-EPG Split por meio de subgrafos
induzidos proibidos. Outra questdo de interessante investi-
gacdo seria a seguinte: sabemos que uma grade de dimensao
O(w x y) é suficiente para representar qualquer grafo split,
mas seria essa grade necessdria para representar todos grafos
splits ou podemos representar qualquer grafo split em uma
grade de menor dimensdo?
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